
Әл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университетi

ӘОЖ 517.957(043) Қолжазба құқығында

ШӘКIР АЙДОС ҒАНИЖАНҰЛЫ

Сызықты емес Кельвин-Фойгт теңдеулерi үшiн керi және тура
есептер

8D05401 - Математика
бiлiм беру бағдарламасы

Философия докторы PhD
ғылыми дәрежесiн алу үшiн дайындалған диссертация

Отандық ғылыми кеңесшi
Хомпыш Х.
ф.-м.ғ.к., доцент

Шетелдiк ғылыми кеңесшi
Х.В. де Оливейра
PhD, профессор
Алгарве университетi, Португалия

Қазақстан Республикасы
Алматы, 2023



МАЗМҰНЫ

КIРIСПЕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
КӨМЕКШI НӘТИЖЕЛЕР . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1 ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ КЕЛЬВИН-ФОЙГТ
ЖҮЙЕСI ҮШIН КЕРI ЕСЕПТЕР . . . . . . . . . . . . 22
1.1. Сызықты емес интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт

жүйесi үшiн керi есеп . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.1.1 Есептiң қойылымы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.1.2 Керi есептiң әлсiз шешiмiнiң бар болуы . . . . . . . . . . 26
1.1.3 Керi есептiң әлдi шешiмiнiң бар болуы . . . . . . . . . . . 33
1.1.4 Шешiмнiң жалғыздығы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

1.2. Сызықты интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт жүйесi
үшiн керi есеп . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

1.3. Оң жағы арнайы сызықты емес интегро-дифференциалдық
Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн керi есеп . . . . . . . . . . . . . . . 45

1.4. Глобалды шешiлiмдi болатын интегро-дифференциалдық
Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн керi есеп . . . . . . . . . . . . . . . 51

2 АРНАЙЫ ИНТЕГРАЛДЫҚ ҚОСЫМША ШАРТПЕН
ҚОЙЫЛҒАН СЫЗЫҚТЫ ЕМЕС ИНТЕГРО - ДИФФЕРЕН-
ЦИАЛДЫҚ КЕЛЬВИН-ФОЙГТ ЖҮЙЕСI ҮШIН КЕРI
ЕСЕПТЕР . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
2.1. Сызықты интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт жүйесi

үшiн керi есептiң глобалды әлсiз және әлдi шешiмдерiнiң бар
болуы мен жалғыздығы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

2.2. Сызықты емес интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт
жүйесi үшiн керi есептiң глобалды әлсiз және әлдi шешiмдерiнiң
бар болуы мен жалғыздығы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

3 P-ЛАПЛАСИАНДЫ ПСЕВДОПАРАБОЛАЛЫҚ ТЕҢДЕУ
ҮШIН КЕРI ЕСЕП . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
3.1. Есептiң қойылымы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
3.2. Сызықты емес жылу көзiмен берiлген p-Лапласианды псевдо-

параболалық теңдеу үшiн керi есептiң әлсiз шешiмнiң бар болуы
мен жалғыздығы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

3.3. Абсорбция мүшемен берiлген p-Лапласианды псевдопарабола-
лық теңдеу үшiн керi есептiң әлсiз шешiмнiң бар болуы мен
жалғыздығы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

3.4. Жалғыздығы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
4 БIРТЕКТI ЕМЕС СҰЙЫҚТАР ҮШIН КЕЛЬВИН-ФОЙГТ

ЖҮЙЕСI ҮШIН БАСТАПҚЫ-ШЕТТIК ЕСЕП . . . . . 102
4.1. Есептiң қойылымы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

2



4.2. Шешiмнiң бар болуы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
4.3. Шектiк көшу . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
4.4. Жалғыздығы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
ҚОРЫТЫНДЫ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

ПАЙДАЛАНЫЛҒАН ӘДЕБИЕТТЕР . . . . . . . . . . . 133

3



НОРМАТИВТIК СIЛТЕМЕЛЕР

Бұл диссертацияда төмендегi стандарттарға сiлтемелер қолданылды:
МЕМСТ 7.1-84. Ақпарат, кiтапхана iсi және баспа iсi бойынша стандарт-

тар жүйесi. Құжаттың библографиялық сипаттамасы. Жалпы талапттар
және құрастыру ережелереi;

МЕМСТ 7.9-95 (ISO 214-76). Ақпарат, кiтапхана iсi және баспа iсi бойын-
ша стандарттар жүйесi. Реферат және аңдатпа. Жалпы талаптар;

ҚР. МЖМБС 5.04.034-2011. Қазақстан Республикасының мемлекеттiк
жалпыға мiндеттi бiлiм беру стандарты. Жоғары оқу орнынан кейiнгi бiлiм
беру. Докторантура. негiзгi ережелер;

МЕМСТ 7.32-2017. Ғылыми-зерттеу жұмысы туралы есеп. Құрылымы
және пiшiмдеу ережелерi;

МЕМСТ 8.417-81. Өлшем бiрлiгiн қамтамасыз етудiң мемлекеттiк жүйесi.
Физикалық шамалардың өлшембiрлiгi.
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КIРIСПЕ

Математиканың ең қарқынды дамып келе жатқан бағыттарының бiрi -
сұйық механикасының әр алуан есептерiн математикалық талдау. Қазiргi
кезде математика, физика, механика, биология және мұнай-газ өнеркәсiбi,
медицина, су ресурстары және тағы да басқа ғылым мен техниканың сала-
ларының дамуы көптеген ньютондық және ньютондық емес сұйық механи-
касы процестерiн қатаң жан-жақты математикалық зерттеудi және идеялық
тұрғыдан дамытуды талап етуде. Себебi аталған салаларда көптеген обьек-
тiлер осындай қасиеттерге ие.

Зерттеу өзектiлiгi.Ежелгi заманнан берi cұйықтың ашық және жабық
арналардағы қозғалысы, сондай-ақ ыдыстың қабырғасына немесе сұйықпен
ағып жатқан қатты денеге күштiк әсер етуiн зерттеу математикадағы көпте-
ген әрi сан алуан мәселелердiң көзi болып табылады. Сұйықтың қозғалыс за-
ңдылығының қарапайым математикалық модельдерiн зерттегенде көптеген
мәселелер туындайды және олардың басым бөлiгi күнi бүгiнге дейiн шешiл-
мей келедi.

Бұл диссертациялық жұмыс күрделi реологиялық қасиеттерi ескерiлген
сығылмайтын бiртектi және бiртектi емес сұйық ағындарын сипаттайтын
сызықты және сызықты емес Кельвин-Фойгт (Навье-Стокс-Фойгт) теңде-
улерi үшiн жаңа қойылымды тура және керi есептердiң әлсiз және әлдi ше-
шiмдерiнiң бар болуы мен жалғыздығы мәселелерiн зерттеуге арналған. Бар-
лық мүмкiн болатын қасиеттерi ескерiлген ньютондық және ньютондық емес
сұйықтар ағынын сипаттайтын сызықты және сызықты емес Кельвин-Фойгт
жүйесi үшiн керi және тура есептердi зерттеу теориялық тұрғыдан да, прак-
тикалық тұрғыдан да маңызды әрi өзектi болып табылады.

Сұйық механикасы туралы ең алғашқы ғылыми трактаттар бiздiң зама-
нымызға дейiнгi 250 жылдары ежелгi Грекияда пайда болды. Архимед (287-
212 б.з.д.) өзiнiң екi бөлiмнен тұратын "Жүзетiн денелер туралы"атты шы-
ғармасында сұйықта жүзетiн дененiң тепе-теңдiгi сұрақтарын қарастырған
едi. Сұйық қозғалысы туралы "гидродинамика"ғылымының пайда болуы,
сұйық пен газ ағынының қозғалысын өзiндiк тәжiрибелер арқылы зерттеген
Л. Да Винчи (1452-1519), С. Стеван (1548-1620), Г. Галилей (1564-1642), Б.
Паскаль (1588-1651), Э. Торричелли (1608-1647), И. Ньютон (1643-1727) және
тағы басқа да ғалымдардың есiмiмен тiкелей байланысты. Мәселен, 1643 жы-
лы Э. Торричелли саңылаудан ағып жатқан сұйықтың жылдамдығы саңылау
үстiндегi биiктiкке тура пропорционалдығы туралы формуласын қорықтан
едi. Ал, 1653 жылы Б. Паскаль тек сұйық пен газдардың қозғалысы бары-
сында қысымның тұрақты болуы туралы заңды тұжырымдады. И. Ньютон
жанама кернеу мен жылдамдық градиентiнiң сызықты тәуелдiгi жөнiнде за-
ңын ашты. Алайда, сұйық механикасының ғылыми негiзiн ХVIII ғасырдың
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ғалымдары Д. Бернулли (1700-1783), Л. Эйлер (1707-1783), Ж.Л. Даламбер
(1717-1783) қалаған едi. Д. Бернуллидiң көпжылдық ғылыми iзденiстерiнiң
нәтижесiнде 1738 жылы жарық көрген "Гидродинамика"атты монографи-
ясында энергияның сақталу заңының салдары ретiнде сығылмайтын сұйы-
қтың стационарлық ағысының теңдеуiн жария еттi. Ал Л. Эйлер 1757 жылы
Д. Бернуллидiң нәтижесiн сығылатын сұйық (газдар) үшiн қорытындылап,
сонымен қатар, идеал сұйықтың қозғалыс теңдеуiн тұжырымдаған едi. Одан
кейiн оның жұмысын Ж.Л. Лагранж (1736-1813) жалғастырды. Ж.Л. Да-
ламбер сұйықтың тепе-теңдiгi мен қозғалысы туралы өзiнiң трактаттарын
жазды. А. Навье (1785-1836) молекулалардың өзара әсерлесуi гипотезасы-
ның көмегiмен тұтқыр сұйықтың қолғалысының теңдеуiн тұжырымдады. Д.
Стокс (1819-1903) аксиоматикалық негiзде тұтқыр сұйықтың қозғалыс теңде-
уiн қорытып шығарды. О. Рейнольдс (1842-1912) тұтқыр сұйықтың қозғалы-
сын зерттей отырып, оның ламинарлы және турбуленттi ағысы түсiнiгiн ен-
гiздi, сонымен қатар, ламинарлы ағыс түрiнен турбуленттi ағыс түрiне және
керiсiнше қалай жылдам өтуге болатынын көрсеттi. Л. Больцман (1844-1906)
газ немесе сұйық бөлшектерiнiң статистикалық үлестiрiмiн сипаттайтын заңы
арқылы гидродинамика теңдеулерiнiң кинетикалық негiздемесiн жасады.

Жоғарыда есiмдерi аталған және басқа да ғалымдар бүгiнгi таңдағы негiз-
гi математикалық модельдердi құрып әрi шын мәнiнде классикалық гид-
родинамиканың түпнегiзiн жасаған едi. Сондай-ақ, сұйықтың физикалық
ерекшелiгiн сипаттау үшiн кеңiстiктiк пен уақыттық айнымалыларға тәуелдi
сұйықтың жылдамдығы мен қысымы қанағаттандыратын дифференциалдық
теңдеулер жүйесiн алды.

Шенелген Ω ⊂ Rd, d = 2, 3 облыста бiртектi емес сығылмайтын сұйықтың
[0, T ], T > 0 уақыт аралығында қозғалысы келесi Коши теңдеулер жүйесiмен
сипатталады:

∂ (ρu)

∂t
+ divdivdiv (ρu⊗ u) + grad p = divdivdiv σ + ρf , (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (1)

divdivdiv u = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (2)

ρt + divdivdiv(ρ · u) = 0 (3)

мұндағы u(x, t) = (u1(x, t), ..., ud(x, t))− cұйықтың жылдамдық векторы,
p(x, t)− cұйықтың қысымы, f(x, t) = (f1(x, t), ..., fd(x, t))− сұйыққа әсер ету-
шi сыртқы күштердiң тығыздығы, ρ(x, t)− cұйықтың тығыздығы, σ− кернеу
тензорының девиаторы және trσ = 0. Ал, divdivdiv σ векторы - ∇ (набло) векто-
ры мен кернеу тензорының девиаторы арасындағы скаляр көбейтiндi, оның
компоненттерi (

d∑
j=1

∂σ1j
∂xj

,

d∑
j=1

∂σ2j
∂xj

, ...,

d∑
j=1

∂σdj
∂xj

)
.
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Кернеу тензорының девиаторын (1)-(3) теңдеулер жүйесiнiң белгiсiздерi
арқылы өрнектеу үшiн кернеу тензорының девиаторы мен деформация тензо-
ры және олардың уақыт бойынша туындылары арасындағы қатынас қолда-
нылады. Деформация тензорын ε арқылы белгiлейдi, ал оның компоненттерi
келесi өрнекпен анықталады

ε = (εij)
d
i,j=1 , εij = εij(u) =

1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
.

Мұндай кернеу тензорының девиаторы мен деформация тензоры және олар-
дың уақыт бойынша туындылары арасындағы қатынас реологиялық қатынас
деп аталады.

Егер кернеу тензорының девиаторы σ ≡ 0 болса, онда идеал сығылмай-
тын сұйықтың қозғалысын сипаттайтын Эйлер теңдеулер жүйесi тұжырым-
далады

∂ (ρu)

∂t
+ divdivdiv (ρu⊗ u) + grad p = ρf , (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (4)

divdivdiv u = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (5)

ρt + divdivdiv(ρ · u) = 0 (6)

Алайда, соңғы бiр жарым ғасырдан астам уақытта гидродинамика саласын-
да негiзiнен ньютондық сұйықтың қозғалысы зерттелiнiп келедi. Ньютондық
сұйықтың қозғалысының реологиялық қатынасы

σ = 2νε (7)

өрнегiмен анықталады, мұндағы ν− тұтқырлықтың кинематикалық коэф-
фициентi. Кернеу тензорының девиаторы (7) өрнек бойынша мәнiн (1)-(3)
теңдеулер жүйесiне қойғанда

∂ (ρu)

∂t
+ divdivdiv (ρu⊗ u) + grad p = ν∆u+ ρf , (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (8)

divdivdiv u = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (9)

ρt + divdivdiv(ρ · u) = 0 (10)

Навье-Стокс теңдеулер жүйесi қорытылады. Бiрақ, 1971 жылы Павловский
жұмысында [1] әлсiз концентрлi су-полимерлi қоспаларының моделi үшiн кер-
неу тензорының девиаторын (7) өрнектiң орнына келесi түрде анықтады

σ = 2νε+ 2κ
∂ε

∂t
, ν > 0, κ > 0, (11)
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мұндағы κ−ретардация уақыты немесе деформацияның релаксация уақыты.
Кернеу тензорының девиаторы (11) өрнек бойынша мәнiн (1)-(3) теңдеулер
жүйесiне қойғанда

∂ (ρu)

∂t
+ divdivdiv (ρu⊗ u) + grad p = ν∆u+ κ∆ut + ρf , (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (12)

divdivdiv u = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (13)

ρt + divdivdiv(ρ · u) = 0 (14)

тұтқыр сығылмайтын бiртектi емес сұйықтың релаксациялық қасиеттерiн
сипаттайтын Кельвин-Фойгт (Навье-Стокс-Фойгт) теңдеулер жүйесi тұжы-
рымдалады. Ең алғаш мұндай теңдеулер жүйесi туралы туралы 1966 жылы
Мәскеуде өткен математиктердiң халықаралық конгрессiнде О.А. Ладыжен-
ская баяндамасында [2] айтылып, Навье-Стокс жүйесiнiң регуляризациясы
ретiнде ұсынылды.

Сөйтiп, Кельвин-Фойгт сұйығының математикалық моделiн негiзге ала
отырып, релаксация уақыты дискреттi үлестiрiлген және кешiгу уақытынан
тұратын сызықты тұтқыр серпiмдi сұйықтың феноменологиялық теория-
сы қалыптасты. Осындай қасиеттерге ие L−реттi Кельвин-Фойгт сұйықты-
ғының реологиялық қатынасы келесi өрнекпен анықталады(

1 +
L∑

k=1

λk
∂k

∂tk

)
σ = 2

(
ν +

L+1∑
k=1

κk
∂k

∂tk

)
ε, λL, µL+1 > 0, L = 1, 2, ..., (15)

мұндағы λk−релаксация уақыты, κk−кешiгу уақыты.
Ендi соңғы өрнектен σ кернеу тензорының девиаторын өрнектеу үшiн оған

және ε деформация тензорына, сондай-ақ, олардың уақыт бойынша туын-
дыларына бастапқы шарттар қажет. Ол бастапқы шарттар келесi өрнекпен
анықталады

∂kε

∂tk

∣∣∣∣∣
t=0

= gk(x), x ∈ Ω, k = 0, ..., L; (16)

∂kσ

∂tk

∣∣∣∣∣
t=0

= hk(x), x ∈ Ω, k = 0, ..., L− 1. (17)

Егер L = 1 жағдайда (15) өрнекке t айнымалысы бойынша Лаплас түрлен-
дiруiн қолданып және (16), (17) бастапқы шарттарда gk = 0, hk = 0 деп
ұйғарсақ, онда кернеу тензорының девиаторы

σ = 2κ
∂ε

∂t
+ 2νε+ 2β

t∫
0

e−α(t−τ)εdτ, α, β > 0, (18)
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өрнегiмен тұжырымдалады. Егер (18) өрнекте β = 1, α = 1 және e−t функци-
ясының орнына жалпы түрде K(t) функциясын қарастырып, шыққан нәти-
женi (1)-(3) Коши теңдеулер жүйесiне қойғанда, сәйкесiнше, келесi теңдеулер
жүйесi алынады

∂ (ρu)

∂t
+divdivdiv (ρu⊗ u) + grad p =

ν∆u+ κ∆ut +

t∫
0

K(t− τ)∆udτ + ρf , (x, t) ∈ Ω× [0, T ],
(19)

divdivdiv u = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (20)

ρt + divdivdiv(ρ · u) = 0. (21)

Бұл (19)-(21) теңдеулер жүйесi жоғарыда атап өткендей бiртектi емес нью-
тондық емес сұйықтың ағынын сипаттайды. Егер қарастырылып отырған
сұйық бiртектi, яғни тұрақты тығыздықты (ρ = const) болса, онда мұндай
сұйықтың қозғалысы ρ = 1 дербес жағдайда

ut+(u · ∇)u+ gard p =

ν∆u+ κ∆ut +

t∫
0

K(t− τ)∆udτ + f , (x, t) ∈ Ω× [0, T ],
(22)

divdivdiv u = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (23)

теңдеулер жүйесiмен тұжырымдалады. Соңғы (22)-(23) теңдеулер жүйесiн
интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт теңдеулер жүйесi деп атайды.
Алайда, Звягин мен Турбин [3] атап өткендей, Кельвин де, Фойгт те кер-
неу тензорының девиаторы мен деформация тензоры арасындағы реология-
лық қатынасты немесе тұтқыр серпiмдi сұйық үшiн конститутивтiк теңдеулер
жүйесiн ұсынбаған. "Кельвин-Фойгт теңдеулер жүйесi"деген атауды ғылы-
мға енгiзген және оны зерттеумен қарқынды түрде айналысқан, О.А. Лады-
женская ғылыми мектебiнiң өкiлi әрi шәкiртi А.П. Осколков едi. Сонымен
қатар, (22)-(23) теңдеулер жүйесiн ең алғаш зерттеп бастаған А.П. Оскол-
ков [4] болғандықтан, кейбiр ғалымдардың ғылыми еңбектерiнде "Осколков
теңдеулер жүйесi"деген атау да кездеседi.

Математиканың cұйық механикасы саласындағы есептердi екi түрге бөлу-
ге болады: тура және керi есептер. Тура есептер әдетте сыртқы күштер, фи-
зикалық коэффициенттер және басқа да параметрлер сияқты кейбiр деректер
берiлген табиғи немесе өндiрiстiк процестердi модельдеу мәселелерi ретiнде
түсiнуге болады. Керi есептер кез келген қолданбалы тура есептер секiлдi
өмiрдегi практикалық қолданыстар мен қажеттiлiктерден туындайды [5–7].
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Мәселен, керi есептер физикалық құбылыстарды модельдеумен қатар, физи-
калық процестiң белгiсiз параметрiн қалпына келтiру қажетiлiгiнен туындай-
ды. Олар математикадағы ең маңызды iргелi есептердiң бiрi болып табыла-
ды, өйткенi ол тiкелей бақылауға қолжетiмсiз, есептеу мүмкiн емес белгiсiз
параметрлер туралы мәлiметтер бередi.

Сондықтан барлық мүмкiн болатын қасиеттердi ескере отырып, ньютон-
дық емес сұйық механикасының сызықты және сызықты емес теңдеулерi
үшiн тура және керi есептердi зерттеу маңызды болып табылады. Соңғы
бiр жарым ғасырда математиктердiң сұйық механикасы саласындағы негiзгi
зерттеу нысаны бiртектi және бiртектi емес ньютондық сұйықтардың қозға-
лысын сипаттайтын Навье-Стокс теңдеулерi үшiн тура есептер болды және
олар бойынша көптеген жұмыстар бар. Математикалық тұрғыдан алғанда,
бұл тақырыптар бойынша негiзгi жұмыстар, Ж. Леренiң [8], О.А. Ладыжен-
ская [9], Т. Като [10], Р. Темам [11], Ж. Лионс [12], Седов [13], В. да Вейга
және Валли [14, 15], Антонцев, Кажихов және Монахов [16], Симон [17], Х.
Чой, Х. Ким [18], М. Өтелбаевтың [19, 20], Ш. Смағұловтың, Н. Данаевтың,
Н. Темiрбековтың [21–23] және т.б. авторлардың еңбектерiн атауға болады.
Дегенмен, 3D стационарлы емес және сызықты емес Навье-Стокс жүйесiнiң
уақыт бойынша бiрмәндi глобальдi шешiмдiлiгi мәселесi әлi де ашық күйiнде
қалып отыр [24]. Сондықтан оны Клей математика институты математика-
ның алтыншы мыңжылдық есебi деп жариялады. Алайда, осы күнге дейiн
Навье-Стокс және басқа да сұйық механикасы теңдеулерi үшiн керi есептер
жеткiлiктi түрде зерттелiнбеген. Мысалға, ньютондық сұйық механикасы-
ның керi есептерi бойынша бiрнеше мақалаларды атауға болады, мәселен,
Прилепко [5], Васин [25], У.У. Әбiлқайыров пен С.Е. Айтжанов [26,27], Дже-
налиев [28, 29], Фурсиков [30], Чебаторев [31], Накамура [32], Ямамото [33]
және ондағы сiлтемелердегi жұмыстар. Әйтсе де, соңғы жылдары классика-
лық сұйық механикасының моделдерiмен сипатталмайтын ньютондық емес
сұйықтың қозғалысын [3,34–37] зерттеу математика мен физикада кең тара-
ды. Осындай сұйыққа әртүрлi полимерлiк ерiтiндiлер, қоспалар, суспензия-
лар, қан, битум, жер қыртысы, әлсiз концентрлi сулы полимерлi ерiтiндiлер,
кремдер, майлар және басқа да осы сияқты сұйық мысал бола алады. Мұн-
дай ньютондық емес сұйықтың негiзгi үлгiлерiнiң бiрi – серпiмдi қасиеттерi
ескерiлген тұтқыр және сығылмайтын ньютондық емес сұйық, олардың бiр-
тектi емес қозғалысы (22)-(23) Навье-Стокс-Фойгт жүйесiмен сипатталады
[3,38,39].

Бұл бiртектi емес сұйықтың модельдерi тiптi тура есептер үшiн де мате-
матикалық тұрғыдан жеткiлiктi түрде зерттелмегенiн байқауға болады, өйт-
кенi олар классикалық сұйық механикасы шығаратын есептерден де күрделi.
Мысалға, бiртектi сұйыққа арналған еңбектер ретiнде, О.Ладыженскаяның,
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А.П.Осколковтың, Жиков пен Пастухованың, С.Н. Антонцев, Х.В. де Оли-
вейра, Х. Хомпыш, В.Г. Литвинов, В.Г. Звягин, М. Турбин, В.К. Қаланта-
ров, К.Р. Ражогопал, Н.А. Каразеева, Е.В. Юшков, E. Тити және басқалары-
ның (мысалы, [3,38,40–50] және ондағы сiлтемелер) жұмысын атауға болады.
Бiздiң бiлуiмiзше, ньютондық емес сұйық механикасы есептерiне керi есеп-
тердi зерттеу жоқтың қасы. Мәселен, жады мүшесi жоқ (серпiмдiлiк қасиетi
ескерiлмеген) және тығыздығы тұрақты (ρ = const) жағдайлар үшiн керi
есептердi соңғы жылдары Әбiлқайыровтың [51], Кумар [52], Федоров [53,54],
Антонцев пен Х. Хомпыштың [55–58] жұмыстарынан және т.б. еңбектерден
көруге болады.

Зерттеу мақсаты. Диссертациялық жұмыстың мақсаты бiртектi және
бiртектi емес сұйықтың ағынын сипаттайтын сызықты және сызықты емес
Кельвин – Фойгт теңдеулер жүйесi үшiн қойылған тура және керi есептер-
дiң әлсiз және әлдi шешiмдерiнiң глобалды немесе локалды бар болуы мен
жалғыздығын теориялық тұрғыдан зерттеу.

Зерттеу нысаны. Бiртектi және бiртектi емес сұйықтың ағындарын си-
паттайтын сызықты емес Кельвин-Фойгт теңдеулерi үшiн керi және тура
есептер мен p-Лапласианды псевдопараболалық теңдеу үшiн керi есептер.

Зерттеу әдiстерi. Диссертациялық жұмыста келесi заманауи әдiстердiң
тиiмдi комбинациялары қолданылды:
- Заманауи функционалдық әдiстер: априорлық бағалаулар әдiсi, компакты-
лық әдiсi, Соболев кеңiстiктерi теориясы, үзiлiссiз және компакттiлi енгiзу
теоремалары, интерполяциялық теңсiздiктер;
- Фаэдо – Галеркин әдiсi;
- монотондылық әдiс;
- функционалдық анализдiң энергетикалық функция әдiсi;
- тура және керi есептер жалпы теориясы;
- дербес туындылы дифференциалдық теңдеулердiң жалпы теориясы.

Теориялық және практикалық құндылығы. Керi және тура есептер
табиғатта, өндiрiсте немесе түрлi тәжiрибелiк сынамаларда зерттелетiн құ-
былыстың, үрдiстiң қажеттi сипаттамалары тiкелей бақылауға қол жетiмсiз
немесе ғылыми зерттеулердiң жобалық-құрастырмалық әзiрлемелерi қым-
бат болған жағдайда қолданылады. Сондықтан сызықтық және сызықтық
емес теңдеулер үшiн тура және керi есептердi шешудiң тиiмдi әдiстерiн жа-
сау, әсiресе, тұтқыр серпiмдi ньютондық және ньютондық емес сұйықтың
қозғалыс параметрiн қалпына келтiруде, инженерлiк эксперименталды зерт-
теулердi едәуiр жеңiлдетуде және алынған нәтижелердiң дәлдiгiн арттыруда
маңызды рөл атқарады.

Ғылыми жаңалығы. Қорғауға ұсынылған негiзгi нәтижелер. Дис-
сертациялық жұмыста бұрын зерттелiнбеген қойылымдағы есептер қарасты-
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рылып, жаңа нәтижелер алынды және қорғауға ұсынылды:
- Сызықты емес интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн

керi есебiнiң уақыт бойынша локалды әлсiз және әлдi шешiмдерiнiң бар болуы
мен жалғыздығы дәлелдендi;

- Сызықты интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн керi
есебiнiң уақыт бойынша глобалды әлсiз және әлдi шешiмдерiнiң бар болуы
мен жалғыздығы дәлелдендi;

- Оң жағы арнайы сызықты емес интегро-дифференциалдық Кельвин-
Фойгт жүйесi үшiн керi есебiнiң уақыт бойынша локалды әлсiз және әлдi
шешiмдерiнiң бар болуы мен жалғыздығы дәлелдендi;

- Глобалды шешiлiмдi болатын интегро-дифференциалдық Кельвин-
Фойгт жүйесi үшiн керi есебiнiң әлсiз және әлдi шешiмiнiң бар болуы мен
жалғыздығы дәлелдендi;

- Арнайы интегралдық қосымша шартпен берiлген сызықты емес
интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн керi есебiнiң уақыт
бойынша локалды әлсiз және әлдi шешiмдерiнiң бар болуы мен жалғыздығы
дәлелдендi;

- Сызықты емес жылу көзiмен берiлген p-Лапласианды псевдопарабола-
лық теңдеу үшiн керi есебiнiң уақыт бойынша локалды және глобалды әлсiз
шешiмiнiң бар болуы мен жалғыздығы дәлелдендi;

- Абсорбция мүшемен берiлген сызықты p-Лапласианды псевдопарабола-
лық теңдеу үшiн керi есебiнiң уақыт бойынша локалды және глобалды әлсiз
шешiмiнiң бар болуы мен жалғыздығы дәлелдендi;

- Бiртектi емес сұйықтықтар үшiн бастапқы тығыздығы кейбiр iшкi об-
лыстарда вакуумге айналатын Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн бастапқы-шеттiк
есебiнiң әлдi шешiмiнiң бар болуы мен жалғыздығы, регулярлығы дәлелден-
дi.

Аппробация. Диссертациялық жұмыстың нәтижелерi
"Problems of modern mathematics and its Applications"конференциясында
(Бiшкек, Қырғызстан, 16-19 маусым, 2021), "Traditional international
April scientific conference in honor of the Day of Science Workers of
the Republic of Kazakhstan"конференциясында (Алматы, Қазақстан, 5-
7 сәуiр, 2022 және 2023 жыл), "Functional Analysis in Interdisciplinary
Applications"конференциясында (Анталия, Түркия, 2-7 қазан, 2023 жыл), әл-
Фараби атындағы Қазақ ұлттық университетi механика-математика факуль-
тетi математика кафедрасының ғылыми семинарында баяндама жасалынды
және талқылаудан өттi.

Ғылыми ережелердiң, қорытындылар мен нәтижелердiң сенiм-
дiлiгi мен негiздiлiгi белгiлi ғалымдардың бұрын алынған нәтижелерi
негiзiнде жүргiзiлген зерттеу жұмысында келтiрiлген егжей-тегжейлi дәлел-
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демелер арқылы, индекстелетiн халықаралық журналдардағы жарияланым-
дармен, сондай-ақ ғылыми қызметтiң негiзгi нәтижелерiн жариялау үшiн Қа-
зақстан Республикасы Ғылым және жоғары бiлiм министрлiгiнiң Бiлiм және
ғылым саласындағы бақылау комитетi ұсынған жарияланымдармен растала-
ды, сонымен бiрге конференция материалдарында расталады.

Жарияланымдар. Диссертациялық зерттеу жұмысының нәтижелерi
бойынша 12 жұмыс жарияланды, оның iшiнде:
- Clarivate Analytics Journal Citation Reports бойынша сәйкес бiрiншi, екiншi
және үшiншi квартильдерге (Q1, Q2 және Q3) енгiзiлген және/немесе Scopus
дерекқорында CiteScore процентилi 99, 68, 56 және 7 болатын ғылыми жур-
налдардағы 4 мақала;
–Қазақстан Республикасы Ғылым және жоғары бiлiм министрлiгiнiң Бiлiм
және ғылым саласында сапаны қамтамасыз ету комитетi ұсынған журнал-
дарда 3 мақала;
– халықаралық конференциялар жинағында 5 жарияланым.

Диссертациядағы барлық ұсынылып отырған жаңа нәтижелер ҚР
БЖБ министрлiгiнiң 2020-2022 жж. (AP08052425) және 2021-2023 жж.
(AP09057950) арналған «Жас ғалымдар» гранттық жобасы аясында қар-
жыландырылып орындалды және докторант А. Шәкiр жоба орындаушысы
ретiнде қатысып келедi.

Диссертацияның құрылымы. Диссертациялық жұмыс нормативтiк
сiлтемелерден, кiрiспеден, көмекшi нәтижелерден, негiзгi төрт бөлiмнен (әр
бөлiм бөлiмшелерден), қорытындыдан және пайдаланылған әдебиеттер тiзi-
мiнен тұрады. Диссертацияның көлемi 142 бет.

Диссертацияның мазмұны. Ұсынылып отырған диссертациялық жұ-
мыстағы кiрiспеде зерттеу тақырыбының өзектiлiгi мен ғылыми жаңалы-
ғы, теориялық және практикалық құндылығы, зерттеу әдiстерi келтiрiлген,
сондай-ақ, диссертациялық жұмыстың қысқаша мазмұны берiлген.

Көмекшi нәтижелер бөлiмiнде диссертациялық жұмыста алынған нәтиже-
лердi тұжырымдау үшiн математикалық және функционалдық анализ кур-
сынан, сұйық механикасы теориясынан белгiлi функционалдық кеңiстiктер
мен белгiлеулер енгiзiледi, сонымен қатар қажеттi анықтамалар, леммалар,
теоремалар, алгебралық және функционалдық теңсiздiктер келтiрiледi.

Бiрiншi бөлiмде сызықты емес интегро-дифференциалдық Кельвин-
Фойгт теңдеулер жүйесi үшiн керi есеп қарастырылады, оның әлдi және әлсiз
шешiмiнiң уақыт бойынша локалды бар болуы және жалғыздығы дәлелде-
недi, дәлелдеу барысында керi есептiң шешiмiнiң бар болуы мен жалғыздығы-
ның қажеттi немесе жеткiлiктi шарттары алынады. Сондай-ақ, арнайы жағ-
дайларда әлдi және әлсiз шешiмiнiң уақыт бойынша глобалды бар болуы
және жалғыздығы зерттелiнедi.
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Екiншi бөлiмде арнайы қосымша шартпен берiлген сызықты емес интегро-
дифференциалдық Кельвин-Фойгт теңдеулер жүйесi үшiн керi есеп қарасты-
рылады, оның әлдi және әлсiз шешiмiнiң уақыт бойынша локалды бар болуы
және жалғыздығы дәлелденедi, дәлелдеу барысында керi есептiң бар болуы
мен жалғыздығының қажеттi немесе жеткiлiктi шарттары алынады. Сондай-
ақ, сызықты теңдеу мен оң жағы арнайы түрде болғанда әлдi және әлсiз ше-
шiмiнiң уақыт бойынша глобалды бар болуы және жалғыздығы зерттелiнедi.

Үшiншi бөлiмде р-Лапласианды псевдопараболалық теңдеу үшiн керi есеп
қарастырылады және әлсiз шешiмiнiң бар болуы мен жалғыздығы дәлел-
денедi, сонымен бiрге дәлелдеу барысында керi есептiң берiлгендерi қандай
шарттарды қанағаттандырады және қандай функционалдық кеңiстiкте жа-
тады деген секiлдi сұрақтарға жауап берiледi.

Төртiншi бөлiмде бiртектi емес cұйықтың қозғалысын сипаттайтын
Кельвин-Фойгт теңдеулер жүйесi үшiн бастапқы-шеттiк есеп қарастырылады
және әлдi шешiмiнiң бар болуы және жалғыздығы, регулярлығы дәлелденедi.

Қорытынды бөлiмде алынған нәтижелерге жалпылама шолу жасалына-
ды.

Автор отандық ғылыми кеңесшiсi – физика-математика ғылымдарының
кандидаты, доцент Х. Хомпышқа және шетелдiк ғылыми кеңесшiсi - PhD,
профессор Х.В. де Оливейраға диссертациялық жұмысты орындауда құнды
кеңестерi мен жан-жақты көмегi үшiн шынайы алғысын бiлдiредi.
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КӨМЕКШI НӘТИЖЕЛЕР

Диссертациялық жұмыста алынған нәтижелердi тұжырымдау үшiн келесi
функционалдық кеңiстiктер қолданылады.

Айталық, Ω ⊂ Rd шенелген облыс болсын. Ең алдымен Lp(Ω) Лебег
кеңiстiгi деп p дәрежесiмен интегралданатын өлшемдi функциялар кеңiстi-
гiн атайды, яғни u(x) ∈ Lp(Ω) функциясы∫

Ω

|u(x)|p dx < +∞

шартын қанағаттандырады, мұндағы p ⩾ 1. Сонымен қатар, Lp(Ω) Лебег
кеңiстiгi төменде енгiзiлген

∥u∥Lp(Ω) :=

∫
Ω

|u(x)|p dx

 1
p

немесе ∥u∥p,Ω :=

∫
Ω

|u(x)|p dx

 1
p

норма бойынша Банах кеңiстiгiн құрайды.
Сондай-ақ, H(Ω) Гильберт кеңiстiгi деп скаляр көбейтiндi анықтауға бо-

латын ақырсыз өлшемдi Евклид кеңiстiгiн атайды. Гильберт кеңiстiгiнiң қа-
рапайым мысалы ретiнде p = 2 жағдайда L2(Ω) Лебег кеңiстiгiн айтуға бо-
лады. Бұл L2(Ω) кеңiстiгiнде норма және скаляр көбейтiндi, сәйкесiнше,

∀f ∈ L2(Ω), ∥f∥2,Ω :=

∫
Ω

|f(x)|2 dx

 1
2

,

∀u, v ∈ L2(Ω), (u, v)2,Ω :=

∫
Ω

u(x)v(x)dx

өрнектерiмен анықталады.
Ал W k,p(Ω) Соболев кеңiстiгi деп k−реттi жалпылама туындысымен бiр-

ге Lp(Ω) кеңiстiгiне тиiстi өлшемдi функциялар кеңiстiгiн атайды және ол
төменде енгiзiлген норма бойынша

∥u∥W k,p(Ω) :=



( ∑
|α|⩽k

∫
Ω

|Dαu|p dx

) 1
p

, 1 ⩽ p <∞,

∑
|α|⩽k

ess sup
Ω

|Dαu| , p = ∞

Банах кеңiстiгiн құрайды, мұндағы k ⩾ 1 кез келген бүтiн сан, α− мульти-
индекс, Dα− мультииндекс бойынша жалпылама туынды. Егер p = 2 болса,
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онда W k,2(Ω) кеңiстiгi Гильберт кеңiстiгiн құрайды және оны Hk(Ω) арқылы
да белгiлейдi. Бұл кеңiстiкте скалярлық көбейтiндi келесi өрнекпен анықта-
лады:

∀u, v ∈ Hk(Ω), (u, v) :=
∑
|α|⩽k

(Dαu,Dαv) .

Ендi C∞
0 (Ω) арқылы шексiз реттi үзiлiссiз дифференциалданатын әрi

финиттi функциялар кеңiстiгiн белгiлейiк. Егер C∞
0 (Ω) кеңiстiгiн W k,p(Ω)

кеңiстiгiнiң нормасымен толықтыру жасасақ, онда W k,p
0 (Ω) Банах кеңiстiгi

алынады. Бұл кеңiстiкке түйiндес Банах кеңiстiгiн

W−k,p′(Ω) :=
(
W k,p

0 (Ω)
)∗
,
1

p
+

1

p′
= 1, p > 1

арқылы белгiлейдi.
Lp(0, T ;B) арқылы Бохнер бойынша интегралданатын, яғни u(x) ∈

Lp(0, T ;B) функциясы үшiн
T∫

0

∥u∥pB dt <∞

шарттын қанағаттандыратын өлшемдi функциялар кеңiстiгiн белгiлейдi,
мұндағы 1 ⩽ p және B Банах кеңiстiгi. Сонымен қатар, Lp(0, T ;B) кеңiстiгi
төменде енгiзiлген норма бойынша Банах кеңiстiгiн құрайды

∥u∥Lp(0,T ;B) :=

 T∫
0

∥u∥pB dt


1
p

Ендi диссертациялық жұмыста қолданылатын функционалдық тiзбектер-
дiң әлсiз, жұлдызша әлсiз және әлдi жинақтылықтардың анықтамаларына
тоқталайық.
Анықтама 1. (Әлдi жинақтылық) Егер {un}∞n=1 ⊂ Lp(Ω) тiзбегi мен u ∈
Lp(Ω) элементi келесi

lim
n→+∞

∥un − u∥p,Ω = 0

шектiк теңдiктi қанағаттандырса, онда un тiзбегi u элементiне әлдi жи-
нақты деп атайды.
Анықтама 2. (Әлсiз жинақтылық) Егер {un}∞n=1 ⊂ Lp(Ω) тiзбегi мен u ∈
Lp(Ω) элементi келесi

lim
n→+∞

⟨f, un⟩Lp(Ω) = ⟨f, u⟩Lp(Ω), кез келген f ∈ (Lp(Ω))∗

шектiк теңдiктi қанағаттандырса, онда un тiзбегi u элементiне әлсiз
жинақты деп атайды, мұндағы ⟨·, ·⟩Lp(Ω)− Lp(Ω) және (Lp(Ω))∗ Банах
кеңiстiктерi арасындағы екiжақтылық жақшасы.
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Ескерту 1. Сонымен бiрге, un тiзбегiнiң u элементiне Lp(Ω) кеңiстiгiнде
әлсiз жинақтылығын келесi түрде ықшамдап қайта жазуға болады

un ⇀ u әлсiз жинақты Lp(Ω)− де, n→ +∞.

Анықтама 3. (∗−әлciз жинақтылық) Егер {fn}∞n=1 ⊂ L∞(Ω) тiзбегi мен
f ∈ L∞(Ω) элементi келесi

lim
n→+∞

⟨fn, u⟩L∞(Ω) = ⟨f, u⟩L∞(Ω) кез келген u ∈ L1(Ω)

шектiк теңдiктi қанағаттандырса, онда fn тiзбегi f элементiне ∗−әлсiз
(жұлдызша әлсiз) жинақты деп атайды, мұндағы ⟨·, ·⟩L∞(Ω)− L∞(Ω) және
L1(Ω) Банах кеңiстiктерi арасындағы екiжақтылық жақшасы.
Ескерту 2. Сонымен қатар, fn тiзбегiнiң f элементiне L∞(Ω) кеңiстiгiнде
∗−әлсiз жинақтылығын келесi түрде ықшамдап қайта жазуға болады

fn
∗
⇀ f ∗−әлсiз жинақты L∞(Ω)− де, n→ +∞.

Теорема 1. Айталық, {un}∞n=1 тiзбегi Lp(Ω) рефлексивтi Банах кеңiстi-
гiнiң нормасымен бiрқалыпты шенелген болсын. Онда un тiзбегiнен Lp(Ω)
кеңiстiгiнде u элементiне әлсiз жинақталатын unk

iштiзбегiн бөлiп алуға
болады, яғни

unk
⇀ u әлсiз жинақты Lp(Ω)− де, n→ +∞.

Теорема 2. Айталық, {fn}∞n=1 тiзбегi L∞(Ω) сеперабель Банах кеңiстi-
гiнiң нормасымен бiрқалыпты шенелген болсын. Онда fn тiзбегiнен L∞(Ω)
кеңiстiгiнде f элементiне ∗−әлсiз жинақталатын fnk

iштiзбегiн бөлiп
алуға болады, яғни

fnk

∗
⇀ f ∗−әлсiз жинақты L∞(Ω)− де, n→ +∞.

Сондай-ақ, диссертациялық жұмыстағы қорытынды нәтижелердi дәлел-
деуде төмендегi алгебралық және функционалдық теңсiздiктер қолданыла-
ды.

Юнг теңсiздiгi. Кез келген a > 0, b > 0 және 1 < p, q < ∞, 1p +
1
q = 1

көрсеткiштерi үшiн

ab ⩽ εap +
(εp)−

q
p

q
bq

теңсiздiгi орынды, мұндағы ε кез келген оң еркiн тұрақты .

Гельдер теңсiздiгi. Келесi 1 ⩽ p1, ..., pm ⩽ ∞, 1
p1
+ ... + 1

pm
= 1 дәреже-

лерi және uk(x) ∈ Lpk(Ω), k = 1, ...,m функциялары үшiн төмендегi теңсiздiк
орынды ∫

Ω

∣∣∣∣∣
m∏
k=1

uk(x)

∣∣∣∣∣ dx ⩽
m∏
k=1

∥uk(x)∥pk,Ω .
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Минковсий теңсiздiгi. Кез келген f(x), g(x) ∈ Lp(Ω) функциялары
үшiн ∫

Ω

|f(x) + g(x)|p dx ⩽

∫
Ω

|f(x)|p dx

 1
p

+

∫
Ω

|f(x)|p dx

 1
p

теңсiздiгi орынды, мұндағы 1 ⩽ p ⩽ ∞.
Интерполяциялық теңсiздiк. Айталық, 1 ⩽ s ⩽ r ⩽ t ⩽ ∞ және

1

r
=
θ

s
+

1− θ

t
, θ ∈ (0, 1)

болсын. Сонымен қатар, u(x) ∈ Ls(Ω) ∩ Lt(Ω) болсын. Онда u(x) ∈ Lr(Ω)
функциясы үшiн келесi теңсiздiк орынды

∥u∥r,Ω ⩽ ∥u∥θs,Ω ∥u∥
1−θ
t,Ω .

Интегралдық Гронуолл теңсiздiгi Айталық, y(x) және f(x) функци-
ялары терiс емес, [a, b] аралығында үзiлiссiз функциялар болсын. Сондай-ақ,

y(x) ⩽ C1

x∫
0

y(τ)f(τ)dτ + C, a ⩽ x ⩽ b

теңсiздiгiн қанағаттандырсын, мұндағы C оң тұрақты. Онда y(x) функциясы
үшiн төмендегi бағалау орынды

y(x) ⩽ Ce

x∫
a

f(τ)dτ
.

Лемма 1 (Сызықты емес Гронуолл теңсiздiгi.). [59] Айталық, y(x) :
R+ → [0,+∞) үзiлiссiз функциясы келесi

y(x) ⩽ C1

x∫
0

yµ(s)ds+ C2, x ∈ R+, µ > 1

теңсiздiгiн қанағаттандырсын, мұндағы C1 және C2 оң тұрақтылар. Онда
y(x) функциясы үшiн

y(x) ⩽ C2

(
1− (µ− 1)C1C

µ−1
2 x

)− 1
µ−1

, 0 ⩽ x < xmax :=
1

C1C
µ−1
2

.

Лемма 2. [60] Барлық p ∈ (1,∞) және δ ⩾ 0 мәндерiнде p және d тәуелдi
C1 және C2 тұрақтылары табылып, сонымен қатар барлық ξ, η ∈ Rd, d ⩾ 1
үшiн ∣∣|ξ|p−2ξ − |η|p−2η

∣∣ ⩽ C1|ξ − η|1−δ(|ξ|+ |η|)p−2−δ (24)
және (

|ξ|p−2ξ − |η|p−2η
)
· (ξ − η) ⩾ C2|ξ − η|2+δ(|ξ|+ |η|)p−2+δ. (25)

теңсiздiктерi орынды.
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Ладыженская теңсiздiктерi. Кез келген u(x) ∈ W 1,2
0 (Ω) функциясы

үшiн келесi теңсiздiктер орынды

∥u∥44,Ω ⩽ 2 ∥u∥22,Ω ∥∇u∥
2
2,Ω , егер d = 2, (26)

∥u∥44,Ω ⩽

(
4

3

) 3
2

∥u∥2,Ω ∥∇u∥
3
2,Ω , егер d = 3, (27)

∥u∥6,Ω ⩽ (48)
1
6 ∥∇u∥2,Ω , егер d = 3. (28)

Сұйық механикасынан белгiлi келесi функционалдық кеңiстiктердiң анықта-
масын берейiк:

V := {u ∈ C∞
0 (Ω) : div u = 0}, (29)

H := L2(Ω) нормасы бойынша V тұйықталуы, (30)
Vp := W 1,p(Ω) нормасы бойынша V тұйықталуы. (31)

Ескерек жәйт, p = 2 жағдайда Vp кеңiстiгiн V арқылы белгiлейдi.
Лемма 3. [61] Айталық, Ω ⊂ Rd шенелген облыс және оның ∂Ω липщиц
үзiлiссiз шекарасы болсын. Егер u ∈ W 1,r

0 (Ω) болса, онда келесi теңсiздiктер
орынды

∥u∥r∗,Ω ⩽ C(r, d) ∥∇u∥r,Ω , r∗ =
dr

d− r
, 1 ⩽ r < d, (32)

∥u∥q,Ω ⩽ C(r, q, d) ∥∇u∥W 1,r(Ω) , d ⩽ q <∞, r = d, (33)

[u]C0,α(Ω) ⩽ C(r, d) ∥∇u∥r,Ω , 0 < α ⩽ 1− d

r
, r > d. (34)

Сонымен қатар, келесi үзiлiссiз енгiзулер орынды

W 1,r(Ω) ↪→ Lq(Ω), егер 1 ⩽ q ⩽ r∗ және 1 ⩽ r < d,

W 1,r(Ω) ↪→ Lq(Ω), егер d ⩽ q <∞ және r = d,

W 1,r(Ω) ↪→ C0,α(Ω), егер α = 1− r

d
және r > d.

Сондай-ақ, төмендегi компактiлi енгiзулер орынды

W 1,r(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω), егер 1 ⩽ q < r∗ және 1 ⩽ r < d,

W 1,r(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω), егер 1 ⩽ q <∞ және r = d,

W 1,r(Ω) ↪→↪→ C0,α(Ω), егер 0 < α ⩽ 1− d

r
және r > d.

Алдағы уақытта dr
d−r өрнегiн қысқаша r∗ арқылы белгiленедi, ал r = d

жағдайда r∗ = ∞−ға тең, мұндағы d > r.
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Лемма 4. (Обэн-Лионс леммасы [62]) Айталық, X, E және Y Банах
кеңiстiктерi болсын. Бұл Банах кеңiстiктерi X ↪→↪→ E ↪→ Y , сәйкесiн-
ше, компактiлi және үзiлiссiз енгiзулердi қанағаттандырса, онда келесi

Lr(0, T ;X) ∩
{
v : vt ∈ L1(0, T ;Y )

}
↪→↪→ Lr(0, T ;E), егер 1 ⩽ r ⩽ ∞, (35)

L∞(0, T ;X) ∩ {v : vt ∈ Lq(0, T ;Y )} ↪→↪→ C([0, T ];E), егер q ∈ (1,∞]. (36)

компактiлi енгiзулерi орынды.
Сондай-ақ, 3-леммада келтiрiлген Соболев теңсiздiктерiмен қоса келесi

пайдалы теңсiздiктер қолданылады.
Лемма 5. [61] Айталық, Ω облысы Rd шенелген облыс және r ⩾ 1 бол-
сын. Егер ∂Ω шекарасы C0,1 класының элементi болса, онда ∀u ∈ W 2,r(Ω) ∩
W 1,r

0 (Ω) функциясы үшiн келесi теңсiздiктер орынды

∥∇u∥r∗,Ω ⩽ C(r, d)
∥∥D2u

∥∥
r,Ω
, (37)

1

C(r, d)
∥∆u∥r,Ω ⩽

∥∥D2u
∥∥
r,Ω

⩽ C(r, d) ∥∆u∥r,Ω . (38)

Егер ∂Ω шекарасы C1,1 класының элементi болса, онда ∀u ∈ W 2,r(Ω) ∩
W 1,r

0 (Ω) функциясы үшiн келесi теңсiздiктер орынды

∥∇u∥r∗,Ω ⩽ C(r, d) ∥∆u∥r,Ω , (39)

∥u∥C0,α(Ω) ⩽ C(r, d) ∥∆u∥r,Ω , 0 < α ⩽ 1− d

r∗
, 2r > d. (40)

Мұндағы |Dmu|,m ∈ N келесi өрнекпен анықталады

|Dmu| :=
∑
|γ|=m

∣∣∣∣ ∂|γ|u

∂γ1x1 · · · ∂
γd
xd

∣∣∣∣ , |γ| = γ1 + · · ·+ γd.

дербес жағдайда, |Du|2 = |∇u|2 және |D2u|2 = |∇ux1
|2 + · · · + |∇uxd

|2. Айта
кету керек, соңғы лемманың тармақтарында қолданылған C = C(r, d) бел-
гiлеулерi әр түрлi оң константалар болып есептелiнедi.

Диссертациялық жұмыста қарастырылатын кейбiр есептерде қысымды
қалпына келтiруге маңызды рөлге ие келесi де Рамм леммасын тоқталайық.
Лемма 6. [63] Айталық, 1 < q <∞ және φ∗ ∈ W−1,q′(Ω) болсын. Егер

⟨φ∗, φ⟩ = 0, ∀ φ ∈ Vq

болса, онда∫
Ω

p dx = 0 және ⟨φ∗, φ⟩ =
∫
Ω

p divφdx ∀φ ∈ W 1,q
0 (Ω).

шарттарын қанағаттандыратын жалғыз түрде p ∈ Lq(Ω) табылады. Со-
нымен қоса, C оң тұрақтысы үшiн келесi бағалау орынды

∥p∥q,Ω ⩽ C ∥φ∗∥W−1,q′(Ω) .
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Мұнымен қоса, регуляр нәтижелер үшiн қажеттi Стокс операторының
анықтамасын келтiрейiк.

Келесi

A : H2(Ω) ∩ V −→ H

u 7−→ −µP
(
∆u
) (41)

шарттарын қанағаттандыратын A бейнелеуi Стокс операторы деп аталады,
мұндағы P : L2(Ω) → H Лере проекциясы. Бұл оператор

div u = 0, x ∈ Ω-де, (42)
− µ∆u = f −∇p, x ∈ Ω-де, (43)
u = 0, x ∈ ∂Ω-да (44)

стационарлық Стокс есебiнiң u шешiмi мен f сыртқы күштер арасындағы
сәйкестiктi орнатады. Лере проекциясының симметриялығынан келесi өрнек
тұжырымдалады

µ

∫
Ω

∇u : ∇φdx =

∫
Ω

A(u) · φdx ∀ u ∈ W 2,2(Ω) ∩ V, ∀ φ ∈ V. (45)

Эллиптикалық операторлар теориясынан белгiлi келесi нәтиженi кел-
тiрейiк.
Лемма 7. [63] Айталық, Ω ⊂ Rd шенелген облыс және оның ∂Ω ше-
карасы болсын, сонымен қатар ∂Ω бетi C2 класына тиiстi болсын. Егер
f ∈ Lr(Ω), r ∈ (1,∞) болса, онда (42)-(43) Стокс есебiн Ω−да барлық
дерлiк нүктеде қанағаттандыратын, сонымен қатар u ∈ W 2,r(Ω) және
p ∈ W 1,r(Ω),

∫
Ω p(x) dx = 0 қасиеттерге ие жалғыз (u, p) шешiмi табылады

және әрi келесi бағалауды

∥u∥W 2,r(Ω) + ∥p∥W 1,r(Ω) ⩽ C ∥f∥r,Ω . (46)

қанағаттандырады, мұндағы C = C(µ, r,Ω) оң тұрақты сан. Сондай-ақ, u
функциясы үшiн (44) шарт орынды.

(46) өрнектен келесi бағалауды алуға болады∥∥D2u
∥∥
r,Ω

+ ∥∇p∥r,Ω ⩽ C ∥f∥r,Ω . (47)

(41) Стокс операторы мен f күш өрiсi арасындағы сәйкестiктi пайдаланып,
(47) өрнекте r = 2 жағдайында, төмендегi бағалау алынады∥∥D2u

∥∥
2,Ω

+ ∥∇p∥2,Ω ⩽ C ∥A(u)∥2,Ω . (48)
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1 ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ КЕЛЬВИН-ФОЙГТ
ЖҮЙЕСI ҮШIН КЕРI ЕСЕПТЕР

Бұл бөлiмде интегро-дифференциалдық теңдеулер жүйесi үшiн қойылған
керi есеп қарастырылады. Қарастырылып отырған керi есептiң уақыт бой-
ынша локалды әлсiз және әлдi шешiмдерiнiң бар болуы мен жалғыздығы
зерттелiнедi.

1.1. Сызықты емес интегро-дифференциалдық Кельвин-
Фойгт жүйесi үшiн керi есеп

1.1.1 Есептiң қойылымы
Айталық, Ω ⊂ Rd, d ⩾ 2 шенелген облыс және оның ∂Ω жатық шекарасы

болсын. ΓT = ∂Ω × [0, T ] бүйiр бетiмен анықталған QT = Ω × [0, T ], T > 0
цилиндрiнде (u(x, t), p(x, t), f(t)) функциялар үштiгiн анықтауға арналған,
сығылмайтын тұтқыр серпiмдi сұйықтықтардың ағынын сипаттайтын

ut − κ∆ut − ν∆u + (u · ∇)u −
t∫

0

K(t− s)∆u(x, s)ds−∇p = f(t)g(x, t)

(1.1)

интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт теңдеулер жүйесiн,

divdivdiv u(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT (1.2)

сығылмайтын сұйықтық теңдеуiн,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω (1.3)

бастапқы шартын,
u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΓT (1.4)

сырғанау шекаралық шартын және∫
Ω

uωωωdx = e(t), t ∈ [0, T ] (1.5)

қосымша шартты қанағаттандыратын керi есептi қарастырайық, мұндағы
u(x, t) = (u1, u2, ..., ud)− сұйықтың жылдамдығы мен p(x, t)− сұйықтың
қысымы, ал ν және κ оң сандары, сәйкесiнше, сұйықтың кинематикалық
тұтқырлық және релаксациясының коэффициенттерi, F(x, t) := f(t)g(x, t)
вектор функциясы сыртқы күштердiң тығыздығын, ал f(t) сыртқы күштер-
дiң интенсивтiлiгiн сипаттайды. Сондай-ақ, u0(x), ωωω(x), g(x, t), e(t), K(t)
белгiлi функциялар.

Ғылыми әдебиеттерде (1.1)-(1.2) теңдеулер жүйесiн интегро-
дифференциалдық Кельвин-Фойгт [4] теңдеулер жүйесi кейде Осколков
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теңдеулер жүйесi [42] деп те атайды. Физикалық жағынан мұндай теңдеулер
жүйесi сығылмайтын тұтқыр ньютондық емес сұйықтың ағынын сипаттай-
ды. (1.1)-(1.2) теңдеулер жүйесiнiң толыққанды физикалық негiздемесiн
және математикалық моделiн [1, 3, 4, 34,64] жұмыстардан көруге болады.

Сондай-ақ, (1.1)-(1.2) теңдеулер жүйесiнде сыртқы күштердiң тығыздығы
F(x, t) = f(t)g(x, t) шамасы белгiлi болғанда тура есеп деп аталады және
олар көптеген авторлардың жұмысында қарастырылған [3, 42,46].

Тек u0 бастапқы жылдамдық пен f(t)g(x, t) сыртқы күштердiң шамала-
ры белгiлi болғанда ғана iзденуге рұқсат етiлетiн тура есептердi теориялық
тұрғыдан зерттеу маңызды болып табылады. Алайда, математикалық модел-
дiң жалпы үдерiсi белгiлi болып, бiрақ физикалық үдерiс жердiң астында,
жоғары температуралы ортада болып жатқанда, немесе физикалық үдерiсте
параметрдi тiкелей өлшеу мүмкiн емес болғанда, немесе нақты бiр параметрi
белгiсiз (мысалы, f(t) сыртқы күштердiң интенсивтiлiгi) болғанда керi есеп-
тердiң [5] маңызды екенiн аңғаруға болады.

Кеңiстiктiк айнымалыдан тәуелдi f(x) функциясын қалпына келтiруге ар-
налған оң жағы F(x, t) := f(x)g(x, t) түрiндегi сызықты (конвективтi мүшесi
жоқ) (1.1)-(1.2) теңдеулер жүйесi үшiн

T∫
0

uw(t)dt = a(x),

T∫
0

∇pw(t)dt = b(x), x ∈ Ω,

қосымша шарттарды қанағаттандыратын керi есеп K(t) ̸= 0 жағдайда [65]
жұмыста, ал K(t) = 0 жағдайда [51] жұмыста қарастырылды. Жылдам-
дық векторымен бiрге K(t) өзегiн анықтауға арналған(1.1)-(1.2) теңдеулер
жүйесi үшiн (1.5) қосымша шартпен қойылған керi есеп [52] жұмыста қарас-
тырылған. Осы секiлдi әртүрлi Кельвин-Фойгт теңдеулерi үшiн керi есептер
[51, 52, 54, 55, 65, 66] жұмыстарда зерттелiндi. Егер (1.1)-(1.2) теңдеулер жүй-
есiнде κ = 0 және K(t) = 0 болса, онда классикалық Навье-Стокс жүй-
есi шығады. Навье-Стокс және оған қатысты гидродинамиканың теңдеулер
жүйесi үшiн керi есептер [5, 26,27,31,32,67–69] жұмыстарда қарастырылды.
Анықтама 1.1. (1.1)-(1.5) керi есебiнiң әлсiз шешiмi деп
1 u ∈ L∞(0, T ;V) ∩ L2(0, T ;V), ut ∈ L2(0, T ;V), f(t) ∈ L2[0, T ];
2 Ω−да барлық дерлiк жерде u(0) = u0 бастапқы шартты;
3 Кез келген φφφ ∈ V және барлық t ∈ (0, T ) үшiн төмендегi интегралдық
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тепе-теңдiктi

d

dt

(
(u(t),φφφ)2,Ω + κ (∇u(t),∇φφφ)2,Ω

)
+ ν (∇u(t),∇φφφ)2,Ω =

f(t) (g(t),φφφ)2,Ω − ((u(t) · ∇)u(t),φφφ)2,Ω−
t∫

0

K(t− s) (∇u(s),∇φφφ)2,Ω ds.

(1.6)

қанағаттандыратын (u(x, t), f(t)) функциялар жұбын атайды.
Анықтама 1.2. (1.1)-(1.5) керi есебiнiң әлдi шешiмi деп
1 u ∈ L∞(0, T ;V∩H2(Ω))∩L2(0, T ;V∩H2(Ω)), ut ∈ L2(0, T ;H2(Ω)), f(t) ∈

L2[0, T ];
2 әрбiр теңдеудi сәйкес облыстарда барлық дерлiк жерде қанағаттандыра-

тын
(u(x, t), f(t)) функциялар жұбын атайды.
Ескерту 1.1. Әдеттегiдей, әлсiз шешiмiнiң анықтамасында p қысым ту-
ралы мағлұмат келтiрiлмеген. Оны [70] мақаладағыдай u және f функция-
лары белгiлi болғаннан кейiн 6-лемманы қолданып, (1.2) теңдеуден бiрмәндi
қалпына келтiруге болады.
Керi есептi эквиваленттi локалды емес тура есепке келтiру

Айталық, есептердiң берiлгендерi келесi шарттарды қанағаттандырсын
дейiк.

u0(x) ∈ V; (1.7)

∃k0 ∈ R : 0 < k0 <∞, |g0(t)| =
∣∣∣(g(t),ωωω)2,Ω∣∣∣ ⩾ k0 > 0, ∀t ⩾ 0; (1.8)

g(x, t) ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)); (1.9)

ωωω(x) ∈ V, e(t) ∈ W 1
2 ([0, T ]); (1.10)

(u0,ωωω)2,Ω = e(0); (1.11)

K(t) ∈ L2([0, T ]) : ∥K(t)∥L2([0,T ]) ≡ K0 <∞. (1.12)

Ендi (1.1) теңдеудi ωωω(x) функциясына көбейтiп және Ω облыс бойынша инте-
гралдайық. Алынған өрнектi бөлiктеп интегралдап, сондай-ақ (1.5) қосымша
және (1.8) шартты қолдансақ, онда f(t) функциясы келесi түрде анықталады

f(t) =
1

g0(t)

(
e′(t) + κ (∇ut(t),∇ωωω)2,Ω + ν (∇u(t),∇ωωω)2,Ω−

((u(t) · ∇)ωωω,u(t))2,Ω +

t∫
0

K(t− s) (∇u(s),∇ωωω)2,Ω ds

 := F1(u, t).

(1.13)
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Мұнан соң, (1.13) өрнектi (1.1) теңдеуге қойғансақ, онда белгiсiз u және p
функцияларын табуға арналған

ut − κ∆ut − ν∆u + (u · ∇)u −
t∫

0

K(t− s)∆u(s)ds−∇p =

F1(u, t)g(x, t), divdivdivu(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT ,

(1.14)

теңдеулер жүйесiн, (1.3) бастапқы және (1.4) шекаралық шарттарды қанағат-
тандыратын локалды емес тура есеп алынады, мұндағы F1(u, t) = f(t) функ-
циясы (1.13) өрнекпен анықталады. Демек, (1.1)-(1.5) керi есебiн, сәйкесiнше,
(1.14), (1.3)-(1.4) локалды емес тура есепке алып келдiк.

Керi есеп пен локалды емес тура есептiң эквиваленттiлiгi жөнiнде келесi
лемма орынды.
Лемма 1.1. Айталық, (1.8)-(1.11) шарттар орындалсын. Демек, (1.1)-
(1.5) керi есебi (1.14), (1.3)-(1.4) локалды емес тура есебiне эквиваленттi,
яғни (u, p, f) функциялары (1.1)-(1.5) керi есебiнiң шешiмi болса, онда (u, p)
жұбы (1.14), (1.3)-(1.4) локалды емес тура есебiнiң шешiмi болып табыла-
ды және керiсiнше, (u, p) функциялары (1.14), (1.3)-(1.4) локалды емес тура
есебiнiң шешiмi болса, онда ол (1.13) өрнекпен анықталған f(t) функциясы-
мен бiрге (1.1)-(1.5) керi есебiнiң шешiмiн бередi.
Ескерту 1.2. (1.14), (1.3)-(1.4) локалды емес тура есебiнiң әлсiз және әлдi
шешiмiнiң анықтамасы 1.1 және 1.2-анықтамаға ұқсас түрде берiледi.
Дәлелдеуi 1. Шын мәнiнде, лемманың дәлелдеуiнiң бiрiншi бөлiгi (1.1)-
(1.2) теңдеулер жүйесiнен (1.14) теңдеудi алуда дәлелдендi.

Ендi екiншi бөлiгiн дәлелдейiк. Айталық, (u, p) функциялар жұбы (1.14),
(1.3)-(1.4) локалды емес тура есебiнiң шешiмi болсын. Екiншi жағынан,
(u, p) функциялар жұбы (1.13) өрнегiмен анықталған f(t) функциясымен
бiрге (1.1)-(1.4) өрнектердi қанағаттандырады. Олай болса, (u, p, f) функ-
циялары (1.1)-(1.5) керi есебiнiң шешiмi екенiн дәлелдеу үшiн (1.5) қосымша
шарттың орынды екенiн көрсету жеткiлiктi.

Керi жорып, яғни (1.5) қосымша шарт орындалмасын деп ұйғарайық,
яғни

(u(t),ωωω)2,Ω = e1(t), t ∈ [0, T ] (1.15)

болсын, мұндағы t ⩾ 0 үшiн e1(t) ̸= e(t). Шешiмнiң анықтамасы мен (1.10),
(1.15) шарттардан e1(t) ∈ W 1

2 ([0, T ]) орындалады, сонымен қатар (1.11)
үйлесiмдiлiк шарттарынан төмендегi нәтиже қорытылады

e1(0) = (u(0),ωωω)2,Ω = e(0).

Ендi (1.14) өрнекке ωωω функциясын көбейтiп және бөлiктеп интегралдау
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өрнегiн қолданып, сонымен бiрге (1.15) шартты ескерсек, онда

e′1(t) + κ (∇ut(t),∇ωωω)2,Ω + ν (∇u(t),∇ωωω)2,Ω+
t∫

0

K(t− s) (∇u(t),∇ωωω)2,Ω ds =
1

g0(t)

(
e′(t) + κ (∇ut(t),∇ωωω)2,Ω+

ν (∇u(t),∇ωωω)2,Ω +

t∫
0

K(t− s) (∇u(s),∇ωωω)2,Ω ds

 (g,ωωω)2,Ω

(1.16)

теңдiгi шығады, сондай-ақ (1.8) шарттан E(t) = e1(t) − e(t) функциясы
үшiн келесi Коши есебi алынады{

E ′(t) = 0,

E(0) = e1(0)− e(0) = 0,
(1.17)

және одан t ⩾ 0 үшiн e1(t) ≡ e(t) тұжырымдалады.

1.1.2 Керi есептiң әлсiз шешiмiнiң бар болуы
Алдағы уақытта 1.1-лемма бойынша (1.1)-(1.5) керi есебiнiң орнына (1.14),

(1.3)-(1.4) локалды емес тура есебiнiң шешiмдiлiгi зерттелiнедi.
Теорема 1.1. Айталық, (1.7)-(1.12) шарттар орындалсын және қандай да
бiр m оң саны табылып келесi шарт орындалсын

κ
k20

sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥
2
V ⩽ m < 2. (1.18)

Онда ақырлы T1 ∈ (0, T ] уақыты табылып, (1.14), (1.3)-(1.4) тура есебiнiң
QT1

цилиндрiнде кемiнде бiр әлсiз шешiмi табылады, мұндағы T1 мәнi тө-
менде (1.35) өрнекпен анықталады. Сондай-ақ, әлсiз шешiм келесi априор-
лық бағалауды қанағаттандырады

∥u∥2L∞(0,T1;L2(Ω)∩V) + ∥u∥2L2(0,T1;V) + ∥ut∥2L2(0,T1;L2(Ω)∩V) ⩽ C, (1.19)

мұндағы C есептiң берiлгендерiнен тәуелдi тұрақты.
Ескерту 1.3. 1.1-теоремадағы (1.18) шарт (1.5) қосымша шартқа қаты-
сты бағалаулар алу кезiнде пайда болды.
Дәлелдеуi 2. Теореманы дәлелдеу үшiн Фаэдо-Галеркин әдiсi қолданылады:
ең алдымен жуық шешiмдер құрылып, оған бағалаулар алынады және шекке
көшу дәлелденедi.

Галеркиндiк жуықтау. Айталық, {φφφk}k∈N функциялары H кеңiстi-
гiнiң элементтерiнен құралған, L2(Ω) кеңiстiгiнде ортогональ және сызы-
қтық комбинациялары V кеңiстiгiнде барлық жерде тығыз жүйе болсын.
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Өлшемi n−ге (n ∈ N) тең және φφφk, k = 1, . . . , n жүйесiнiң сызықтық
комбинациясынан тұратын Xn кеңiстiгiн қарастырайық. Кез келген n ∈ N
үшiн (1.1)-(1.4), (1.13) есептiң жуық шешiмi келесi түрде iзделiнедi

un(x, t) =
n∑

j=1

cnj (t)φφφj(x), φφφj ∈ Xn, (1.20)

мұндағы cnj (t), j = 1, ..., n коэффициенттерi белгiсiз және төмендегi жай
дифференциалдық теңдеулер (ЖДТ) жүйесiнiң шешiмi болып табылады

d

dt

(
(un(t),φφφk)2,Ω + κ (∇un(t),∇φφφk)2,Ω

)
+ ν (∇un(t),∇φφφk)2,Ω−

((un(t) · ∇)φφφk,u
n(t))2,Ω = −

t∫
0

K(t− s) (∇un(s),∇φφφk)2,Ω ds+

F1(u
n, t) (g(t),φφφk)2,Ω ,

(1.21)

мұндағы k = 1, 2, . . . , n және

F1(u
n, t) =

1

g0

(
e′(t) + κ (∇un

t (t),∇ωωω)2,Ω + ν (∇un(t),∇ωωω)2,Ω−

((un(t) · ∇)ωωω,un(t))2,Ω +

t∫
0

K(t− s) (∇un(s),∇ωωω)2,Ω ds

 .
(1.22)

Ендi (1.21) ЖДТ жүйесiн келесi бастапқы шарттармен толықтырайық

un(0) = un
0 , x ∈ Ω, (1.23)

мұндағы

un
0 =

n∑
j=1

(
u0,φφφj

)
2,Ω
φφφj

функциясы L2(Ω)∩V кеңiстiгiндегi функционалдық тiзбек болып табылады
және

un
0(x) → u0(x) әлдi жинақты L2(Ω) ∩V-де n→ ∞. (1.24)

Жай дифференциалдық теңдеулер теориясы бойынша (1.21)-(1.23) Коши
есебiнiң [0, t0] аралығында cnj (t) шешiмi локалды бар болады. Төменде, апри-
орлық бағалаулар арқылы Коши есебiнiң шешiмiн [0, T0] ⊂ [0, T ] кеңейтуге
болатынын көруге болады, мұндағы [0, T0]− априорлық бағалаулар орынды
болатын максималды аралық.

Априорлық бағалаулар. (1.21) жүйесiнiң k−теңдеуiн cnk(t) және d cnk (t)
d t

көбейтiп, k бойынша 1-ден n−ге шейiн қосындыласақ, сәйкесiнше, келесi
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теңдiктер алынады

1

2

d

dt

(
∥un(t)∥22,Ω + κ ∥un(t)∥2V

)
+ ν ∥un(t)∥2V =

−
t∫

0

K(t− s) (∇un(s),∇un(t))2,Ω ds+ F1(u
n, t) (g,un(t))2,Ω

(1.25)

ν

2

d

dt
∥un(t)∥2V + ∥un

t (t)∥
2
2,Ω + κ ∥un

t (t)∥
2
V =

((un(t) · ∇)un
t (t),u

n(t))2,Ω −
t∫

0

K(t− s) (∇un(s),∇un
t (t))2,Ω ds+

F1(u
n, t) (g(t),un

t (t))2,Ω .

(1.26)

Жоғарыдағы (1.25) және (1.26) теңдiктердi бiрiктерсек, онда

1

2

d

dt

(
∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V

)
+ ν ∥un(t)∥2V +

∥un
t (t)∥

2
2,Ω + κ ∥un

t (t)∥
2
V = −

t∫
0

K(t− s) (∇un(s),∇un(t))2,Ω ds−

t∫
0

K(t− s) (∇un(s),∇un
t (t))2,Ω ds+ F1(u

n, t) (g(t),un(t))2,Ω+

F1(u
n, t) (g(t),un

t (t))2,Ω + ((un(t) · ∇)un
t (t),u

n(t))2,Ω :=
5∑

i=1

Ii.

(1.27)

өрнегi алынады. Соңғы (1.27) өрнектiң оң жағына Гельдер және Юнг
теңсiздiктерiн қолданып келесiдей бағалайық

|I1| ⩽
ν

2
∥un(t)∥2V +

K2
0

2ν

t∫
0

∥un(s)∥2V ds; (1.28)

|I2| ⩽
ε1
4
∥un

t (t)∥
2
V +

K2
0

ε1

t∫
0

∥un(s)∥2V ds; (1.29)

|I3| ⩽ |F1| ∥g(t)∥2,Ω ∥u
n(t)∥2,Ω ⩽

∥g(t)∥2,Ω ∥un(t)∥2,Ω
k0

·
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[
|e′(t)|+ κ ∥un

t (t)∥V ∥ωωω∥V + ∥ωωω∥V
(
ν ∥un(t)∥V + ∥un(t)∥24,Ω+

K0

 t∫
0

∥un(s)∥2V ds


1
2


 ⩽

(ε2
2
+
ε3
2

)
∥un(t)∥22,Ω+

κ2

2ε2k20
∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥

2
V ∥un

t (t)∥
2
V +

∥g(t)∥22,Ω
2ε3k20

[
|e′(t)|2 + ∥ωωω∥2V ×ν2 ∥un(t)∥2V + C2 ∥un(t)∥4V +K2

0

t∫
0

∥un(s)∥2V ds

 ,

(1.30)

|I4| ⩽
(ε2
2
+
ε3
2

)
∥un

t (t)∥
2
2,Ω +

κ2

2ε2k20
∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥

2
V ∥un

t (t)∥
2
V +

∥g(t)∥22,Ω
2ε3k20

[
|e′(t)|2 + ∥ωωω∥2V

(
C2 ∥un(t)∥4V +

ν2 ∥un(t)∥2V +K2
0

t∫
0

∥un(s)∥2V ds

 ,
(1.31)

|I5| ⩽ ∥un
t (t)∥V ∥un(t)∥24,Ω ⩽

ε1
4
∥un

t (t)∥
2
V +

C2(Ω)

ε1
∥un(t)∥4V . (1.32)

Осылайша, алынған (1.28)-(1.32) теңсiздiктердi (1.27) өрнектiң оң жағына
қойғанда келесi дифференциалдық теңсiздiк шығады

d

dt

(
1 + ∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V

)
+ ν ∥un(t)∥2V +

α ∥un
t (t)∥

2
2,Ω + β ∥un

t (t)∥
2
V ⩽

C1

t∫
0

(
1 + ∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V

)
ds+

C2

(
1 + ∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V

)2
+

C3

(
1 + ∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V

)
+ C4(t),

(1.33)

мұндағы

α := 2

(
1− ε2 + ε3

2

)
; β := 2

(
κ − ε1

2
− κ3

ε2k20
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥
2
V

)
;

C1 :=
1

ν + κ

(
K2

0

ν
+

2K2
0

ε1
+

2K2
0

ε3k20
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥
2
V

)
;
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C2 :=
2C2

(ν + κ)2

(
1

ε1
+

1

ε3k20
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥
2
V

)
;

C3 :=
1

ν + κ

(
ε3 + ε2 +

2ν2

ε3k20
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥
2
V

)
;

C4(t) :=
2

ε3k20
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω |e
′(t)|2 .

Ендi ε2 =
2eε − 1

eε
; ε3 =

sin ε

eε
; ε ∈

(
0,
π

2

)
таңдасақ және ε1−дiң сәйкес

мәнi үшiн
κ
k20

sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥
2
V ⩽ m < 2 теңсiздiгiнiң жоғарғы шекара-

сын m−нен 2−ге дейiн кеңейтуге болады. Алайда, ε1 саны m > 2 болатындай
таңдалмауы керек, себебi α > 0 болғандығынан ε2 < 2.
Ендi (1.33) өрнектi s бойынша 0−ден t−ға шейiн интегралдап, (1.24) өр-
нектi қолдансақ, келесi интегралдық теңсiздiкке келемiз

z(t) + ν ∥un∥2L2(0,T ;V) + α ∥un
t ∥

2
L2(QT )

+ β ∥un
t ∥

2
L2(0,T ;V) ⩽

C5

t∫
0

z2(s)ds+ C6,
(1.34)

мұндағы
z(t) := 1 + ∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V ;

C5 = max {C1T + C3;C2} ; C6 = ∥u0∥22,Ω + (κ + ν) ∥u0∥2V +

t∫
0

C4(s)ds.

Әрi қарай z(t) функциясы үшiн 1-леммадағы сызықтық емес Гронуолл
теңсiздiгiн қолданғанда (1.34) өрнектен

0 ⩽ t ⩽ T1 < T⋆ :=
1

C5C6
. (1.35)

уақыт аралығы үшiн келесi бағалау орынды

z(t) ⩽
C6

1− C5C6t
≡ K1 <∞. (1.36)

Демек, кез келген t ⩽ T1 < T⋆ үшiн (1.36) өрнектен келесi бағалау орынды
екенiн көруге болады

∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V ⩽ K1. (1.37)
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(1.37) бағалауды (1.34) өрнектiң оң жағына қолданып және t ∈ [0, T1] бой-
ынша супремум алғанда келесi априорлық бағалау тұжырымдалады

sup
t∈[0,T1]

(
∥un(t)∥22,Ω + ∥un(t)∥2V

)
+ ∥un∥2L2(0,T1;V) + ∥un

t ∥
2
L2(QT1

)+

∥un
t ∥

2
L2(0,T1;V) ⩽ C := C(ν,κ, α, β, T1, K1, C5, C6).

(1.38)

Шектiк көшу. Жоғарыдағы (1.20) өрнекпен анықталған un жуық ше-
шiмi (1.19) априорлық бағалауды қанағаттандырады. Бұдан un тiзбегiнiң
unk iштiзбегi табылып, ол келесi ∗−әлсiз және әлсiз жинақтылықтар-
дың орынды екенiн көруге болады. Ескерер жәйт, шектiк көшудi дәлелдеуде
ыңғайлылық үшiн unk iштiзбегiн un арқылы белгiлеуi қолданылады.

un ⇀ u әлсiз жинақты L2(0, T1;V)-де n→ ∞, (1.39)
un ⇀ u ∗−әлсiз жинақты L∞(0, T1;V)-де, n→ ∞, (1.40)
un
t ⇀ ut әлсiз жинақты L2(0, T1;V)-де, n→ ∞. (1.41)

Сонымен қатар, (1.19) априорлық бағалаудан келесi тұжырымдар орынды

un тiзбегi L2(0, T1;W
1,2
0 (Ω))-де бiрқалыпты шенелген, (1.42)

un
t тiзбегi L2(QT1

)-де бiрқалыпты шенелген. (1.43)

Сонымен бiрге, W1,2
0 (Ω) ↪→↪→ L2(Ω) компактiлi енгiзуi және Обэн-Лионс

леммасын бойынша келесi әлдi жинақтылық шығады

un −→ u әлдi жинақты L2(0, T1;L
2(Ω))-де, n→ ∞. (1.44)

Айталық, ζ(t) ∈ C∞
0 ([0, T1]) болсын. (1.21) өрнектi ζ(t) функцияға көбейтiп,

0 мен T1 аралығында интегралдасақ, онда төмендегi өрнек орынды

∫
QT1

un
t ·φφφkζ dxdt+ κ

T1∫
0

(∇un
t ,∇φφφkζ)2,Ω dt+

∫
QT1

(un · ∇)un ·φφφkζ dxdt+

ν

T1∫
0

(∇un,∇φφφkζ)2,Ω dt =

T1∫
0

t∫
0

K(t− s) (∇un(s),∇φφφkζ)2,Ω dsdt+

T1∫
0

F1(u
n, t)

∫
Ω

gφφφkζ dx dt, k ∈ {1, . . . , n}.

(1.45)

Сондай-ақ, k−ны бекiтiп және (1.39)-(1.44) нәтижелердi қолданып, (1.45)
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өрнектен n→ ∞ шекке көшсек, онда төмендегi өрнек тұжырымдалады∫
QT1

ut ·φφφkζ dxdt+ κ
T1∫
0

(∇ut,∇φφφkζ)2,Ω dt+

∫
QT1

(u · ∇)u ·φφφkζ dxdt+

ν

T1∫
0

(∇u,∇φφφkζ)2,Ω dt =

T1∫
0

t∫
0

K(t− s) (∇u(s),∇φφφkζ)2,Ω dsdt+

T1∫
0

F1(u, t)

∫
Ω

gφφφkζ dx dt, k ∈ {1, . . . , n}.

(1.46)

Соңғы теңдiктегi конвективтi мүше үшiн келесi шектiк көшудi орынды

(un · ∇)un ⇀ (u · ∇)u әлсiз жинақты L2(QT1
)-де, n→ ∞. (1.47)

Шын мәнiнде, (1.47) өрнектi интеграл арқылы жазсақ, онда төмендегi
түрде болады∫

QT1

[(un · ∇)un − (u · ∇)u] dxdt =

∫
QT1

[(un − u) · ∇]un dxdt−
∫
QT1

(u · ∇)(un − u) dxdt,

бұл өрнекке Гелдер теңсiздiгiн (1.19) мен (1.44) өрнектерiмен бiрге қол-
данғанда оң жағындағы бiрiншi интегралдың мәнi нөлге жинақтылатынын
аңғаруға болады:∫

QT1

[(un − u) · ∇]un dxdt ⩽∥un − u∥L2(QT1
)∥un∥L2(0,T1;V) ⩽

√
C∥un − u∥L2(QT1

) −→ 0, егер n→ ∞.

Ал, (1.39) өрнек пен u ∈ L2(QT1
) әсерiнен екiншi интеграл нөлге барады.

Аналогты түрде локалды емес мүше үшiн де келесi шектiк көшу орынды
T1∫
0

F1(u
n, t)

∫
Ω

gφφφkζ dxdt =

T1∫
0

1

g0(t)

[
e′(t) + κ (∇un

t ,∇ωωω)2,Ω + ν (∇un,∇ωωω)2,Ω−

((un · ∇)ωωω,un)2,Ω +

t∫
0

K(t− s) (∇un(s),∇ωωω)2,Ω ds

∫
Ω

gφφφkζ dxdt ⇀

T1∫
0

F (u, t)

∫
Ω

gφφφkζ dxdt жинақты L2([0, T1])-де, n→ ∞.
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Соңғы өрнекте екiншi мүше (1.41) өрнектiң, үшiншi мүше (1.39) өрнектiң,
бесiншi мүше (1.40) өрнектiң әсерiнен жинақты. Сондай-ақ, бiрiншi мүше
тривиалды түрде, ал төртiншi мүше (1.47) өрнектiң әсерiнен жинақты.
(1.46) теңдеу сызықты болғандықтан кез келген φφφ1, . . . ,φφφn функциялары-
ның ақырлы сызықтық комбинациясы мен ζ ∈ C∞

0 ([0, T1]) шартын қанағат-
тандыратын φφφζ ∈ L2(0, T1;V) функциясы үшiн де орынды болып қалады.
Мұнымен қоса, (1.46) өрнектегi [0, T1] аралығындағы интеграл астындағы
барлық қосылғыштар t айнымалысы бойынша үзiлiссiз функция болып та-
былады. Демек, барлық дерлiк t ∈ [0, T1] және φφφ ∈ V үшiн келесi интеграл-
дық теңдiк алынды∫

Ω

[
ut(t) +

(
u(t) · ∇

)
u(t)

]
φφφdx+ ν (∇u(t),∇φφφ)2,Ω+

κ (∇ut(t),∇φφφ)2,Ω =

t∫
0

K(t− s) (∇u(s),∇φφφ)2,Ω ds+

F1 (u, t)

∫
Ω

g(t)φφφdx.

(1.48)

1.1-Теореманың дәлелдеуi аяқталды.

1.1.3 Керi есептiң әлдi шешiмiнiң бар болуы
Бұл бөлiмшеде қарастырылып отырған керi есептiң әлдi шешiмiнiң бар

болуы зерттелiнедi.
Теорема 1.2. Айталық, 1.1-теореманың шарттары орындалсын. Мұны-
мен қоса, бастапқы функция үшiн келесi шарт орынды болсын

u0(x) ∈ V ∩H2(Ω). (1.49)

Олай болса, (1.14), (1.3)-(1.4) тура есебiнiң QT1
цилиндрiнде кемiнде бiр әлдi

шешiмi бар болады және ол (1.19) бағалауға қоса

∥u∥2L∞(0,T1;V∩H2(Ω)) + ∥ut∥2L2(0,T1;V∩H2(Ω)) ⩽ C <∞. (1.50)

бағалау орынды болады, мұндағы T1 мәнi (1.35) өрнектен белгiлi және C
есептiң берiлгендерiнен тәуелдi тұрақты.
Дәлелдеуi 3. Жалпылама әлдi шешiмнiң бар болуын дәлелдеу үшiн арнайы
базис, нақтырақ айтқанда, (1.14), (1.3)-(1.4) локалды емес тура есеп үшiн

∆̃φφφk := −P∆φφφk = λk φφφk, φφφk(x) ∈ V ∩H2(Ω) (1.51)

түрiнде Стокс операторы үшiн қойылған спектралды есептiң меншiктi
функциялары қолданылады, мұндағы P : L2(Ω) → H(Ω) Лере проекция-
сы. Сондай-ақ, {φφφk}

∞
k=1 жүйесi H кеңiстiгiнде ортогональ және V∩H2(Ω)

кеңiстiгiнде ортонормаланған жүйенi құрайды [71], [72].
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Олай болса, әлсiз шешiм үшiн алынған барлық априорлық бағалаулар әлдi
шешiмге де орынды. 1.2-теореманы толық дәлелдеу үшiн ∆un мен ∆un

t−ға
априорлық бағалаулар алсақ жеткiлiктi.

Сөйтiп, (1.21) өрнектi λk
d cnk (t)
d t −ға көбейтiп, k бойынша 1−ден n−ге

шейiн қосындыласақ, онда келесi өрнек шығады
ν

2

d

dt

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+ κ
∥∥∥∆̃un

t (t)
∥∥∥2
2,Ω

+ ∥un
t (t)∥

2
V =

−
(
(un(t) · ∇)un(t), ∆̃un

t (t)
)
−

t∫
0

K(t− s)
(
∆̃un(s), ∆̃un

t (t)
)
2,Ω
ds+

F1(u
n, t)

(
g,−∆̃un

t (t)
)
2,Ω

≡ I6,

(1.52)

мұндағы F (un, t) функциясы (1.22) өрнегiмен анықталады және төмендегi
бағалауды қанағаттандырады

|F1|2 ⩽
5

k20

[
|e′(t)|2 + ∥ωωω∥2V

(
κ2 ∥un

t (t)∥
2
V + ν2 ∥un(t)∥2V +

C4(Ω) ∥un(t)∥4V +K2
0

t∫
0

∥un(s)∥2V ds

 . (1.53)

Гельдер мен Юнг теңсiздiктерiн және (1.53) бағалауды бiрге қолданып,
I6−тi бағалайық

|I6| ⩽
κ
2

∥∥∥∆̃un
t (t)
∥∥∥2
2,Ω

+
3

2κ

[
C ∥un(t)∥2V

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+

K2
0

t∫
0

∥∥∥∆̃un(s)
∥∥∥2
2,Ω
ds+ |F1|2 ∥g(t)∥22,Ω

 . (1.54)

(1.54) бағалауды (1.52) теңдiкке ескергенде, келесi теңсiздiк қорытылады

ν
d

dt

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+ κ
∥∥∥∆̃un

t (t)
∥∥∥2
2,Ω

+ ∥un
t (t)∥

2
V ⩽

3

κ

[
C ∥un(t)∥2V∥∥∥∆̃un(t)

∥∥∥2
2,Ω

+K2
0

t∫
0

∥∥∥∆̃un(s)
∥∥∥2
2,Ω
ds+ |F1|2 ∥g(t)∥22,Ω

 . (1.55)

Ендi (1.55) өрнектi s бойынша 0−ден t−ға шейiн интегралдап және әлсiз
шешiм үшiн алынған априорлық бағалауларды қолдансақ, төмендегi инте-
гралдық теңсiздiк алынады

ν
∥∥∥∆̃un(t)

∥∥∥2
2,Ω

+ κ
t∫

0

∥∥∥∆̃un
t (s)

∥∥∥2
2,Ω
ds ⩽ C8 + C9

t∫
0

ν
∥∥∥∆̃un(s)

∥∥∥2
2,Ω
ds, (1.56)
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мұндағы

C8 := ν
∥∥∥∆̃u0

∥∥∥2
2,Ω

+
3

κ
∥g∥2L∞(0,T ;L2(Ω))

T1∫
0

|F1(s)|2 ds <∞,

C9 :=
3

νκ

(
C(Ω) sup

t∈[0,T1]

∥un(t)∥2V +K2
0T

)
<∞.

Мұнан кейiн, (1.56) өрнекке Гронуолл леммасын қолданғанда,∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

⩽
1

ν
C8e

C9T1, ∀t ∈ (0, T1) (1.57)

бағалауы қорытылады. Егер (1.56) өрнектiң екi жағынан t ∈ [0, T1] бойынша
супремум алып және (1.57) бағалауды қолдансақ, онда төмендегi бағалау
тұжырымдалады

sup
t∈[0,T1]

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+
∥∥∥∆̃un

t

∥∥∥2
L2(QT1

)
⩽ C := C(ν,κ, C8, C9, T1) <∞. (1.58)

1.1.4 Шешiмнiң жалғыздығы
Теорема 1.3. Айталық, 1.1-теореманың шарттары орындалсын. Сонымен
қатар, u1 мен u2 функциялары (1.1)-(1.4), (1.13) есебiнiң бiрдей берiлгендерi
үшiн u1 мен u2 әлсiз (әлдi) шешiмi болсын. Онда барлық (x, t) ∈ QT ∗ үшiн
(1.1)-(1.4), (1.13) есебiнiң әлсiз (әлдi) шешiм жалғыз болады, яғни u1 ≡ u2,
мұндағы T ∗− әлсiз (әлдi) шешiмнiң бар болуының максималды уақыты.
Дәлелдеуi 4. u2 және u1 үшiн (1.14) теңдеудi жазып және оларды бiр-
бiрiн азайтып, шыққан нәтиженi сәйкесiнше u := u1 − u2 және ut функ-
цияларына L2(Ω) кеңiстiгiнде скаляр көбейткенде, сәйкес келесi өрнектер
алынады

1

2

d

dt

(
∥u(t)∥22,Ω + κ ∥u(t)∥2V

)
+ ν ∥u(t)∥2V =

− ((u(t) · ∇)u1(t),u(t))2,Ω −
t∫

0

K(t− s) (∇u(s),∇u(t))2,Ω ds+

1

g0(t)

[
κ (∇ut(t),∇ωωω)2,Ω + ν (∇u(t),∇ωωω)2,Ω + ((u(t) · ∇)ωωω,u1(t))2,Ω+

((u2(t) · ∇)ωωω,u(t)) +

t∫
0

K(t− s) (∇u(s),∇ωωω)2,Ω ds

 (g(t),u(t))2,Ω ,

(1.59)
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ν

2

d

dt
∥u(t)∥2V + ∥ut(t)∥22,Ω + κ ∥ut(t)∥2V =

− ((u(t) · ∇)u1(t),ut(t))2,Ω − ((u2(t) · ∇)u(t),ut(t))2,Ω−
t∫

0

K(t− s) (∇un(s),∇un
t (t))2,Ω ds+

1

g0(t)

[
κ (∇ut(t),∇ωωω)2,Ω+

ν (∇u(t),∇ωωω)2,Ω + ((u(t) · ∇)ωωω,u1(t))+

((u2(t) · ∇)ωωω,u(t)) +

t∫
0

K(t− s) (∇u(s),∇ωωω)2,Ω ds

 (g(t),ut(t))2,Ω

(1.60)

Соңғы алынған теңдiктердi қоссақ, онда төмендегi нәтиже шығады

1

2

d

dt

(
∥u(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥u(t)∥2V

)
+ ν ∥u(t)∥2V +

∥ut(t)∥22,Ω + κ ∥ut(t)∥2V = −((u(t) · ∇)u1(t),u(t))2,Ω+

((u(t) · ∇)u1(t),ut(t))2,Ω + ((u2(t) · ∇)u(t),ut)2,Ω−
t∫

0

K(t− s) (∇u(s),∇u(t))2,Ω ds+
1

g0(t)

[
κ (∇ut(t),∇ωωω)2,Ω+

ν (∇u(t),∇ωωω)2,Ω + ((u(t) · ∇)ω,u1(t))2,Ω + ((u2(t) · ∇)ωωω,u(t))+
t∫

0

K(t− s) (∇u(s),∇ω)2,Ω ds

 (g(t),u(t))2,Ω+

t∫
0

K(t− s)∇un(s)∇un
t (t)ds−

1

g0(t)

[
κ (∇ut,∇ωωω)2,Ω+

ν (∇u(t),∇ωωω)2,Ω + ((u(t) · ∇)ωωω,u1(t)) + ((u2(t) · ∇)ωωω,u(t))+
t∫

0

K(t− s) (∇u(s),∇ωωω)2,Ω ds

 (g,ut(t))2,Ω =
7∑

i=1

Ri.

(1.61)

Гельдер мен Юнг теңсiздiктерiнiң көмегiмен (1.59) өрнектiң оң жағындағы
қосылғыштарды бағалайық

|R1| =
∣∣∣− ((u(t) · ∇)u1(t), u(t))2,Ω

∣∣∣ ⩽ ∥u1(t)∥V ∥u(t)∥24,Ω ⩽

C(Ω) ∥u1(t)∥V ∥u(t)∥2V ,
(1.62)

|R2| ⩽ ∥u(t)∥4,Ω ∥u1(t)∥V ∥ut(t)∥4,Ω ⩽

ε0
8
∥ut(t)∥2V +

2C2

ε0
∥u1(t)∥2V ∥u(t)∥2V ,

(1.63)
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|R3| ⩽ ∥u2(t)∥4,Ω ∥u(t)∥V ∥ut(t)∥4,Ω ⩽

ε0
8
∥ut(t)∥2V +

2C2

ε0
∥u2(t)∥2V ∥u(t)∥2V ,

(1.64)

|R4| ⩽ ∥u(t)∥VK0

 t∫
0

∥u(s)∥2V ds


1
2

⩽

ν

2
∥u(t)∥2V +

K2
0

2ν

t∫
0

∥u(s)∥2V ds,

(1.65)

|R5| ⩽
∥g(t)∥2,Ω ∥u(t)∥2,Ω

k0
∥ω∥V [κ ∥ut(t)∥V + ν ∥u(t)∥V +

∥u(t)∥V ∥u1(t)∥V + ∥u2(t)∥V ∥u(t)∥V +

K0

 t∫
0

∥un(s)∥2V ds


1
2

 ⩽
∥g(t)∥22,Ω

2k20
∥u(t)∥22,Ω+

∥ω∥2V
2

[
ν ∥u(t)∥2V + ∥u(t)∥2V ∥u1(t)∥2V +

∥u(t)∥2V ∥u2(t)∥2V +K2
0

t∫
0

∥u(s)∥2V ds

+

ε0
8
∥ut(t)∥2V +

2κ2

ε0k20
∥g(t)∥22,Ω ∥ω∥

2
V ∥u(t)∥22,Ω

(1.66)

|R6| ⩽ ∥ut(t)∥VK0

 t∫
0

∥u(s)∥2V ds


1
2

⩽

ε0
8
∥ut(t)∥2V +

2K2
0

ε0

t∫
0

∥u(s)∥2V ds,

(1.67)

|R7| ⩽
∥g(t)∥2,Ω ∥ut(t)∥2,Ω

k0
∥ωωω∥V [κ ∥ut(t)∥V + ν ∥u(t)∥V +

∥u(t)∥V ∥u1(t)∥V + ∥u2(t)∥V ∥u(t)∥V +K0

 t∫
0

∥un(s)∥2V ds


1
2

 ⩽

ε1
4
∥ut(t)∥22,Ω +

∥g(t)∥22,Ω ∥ω∥
2
V

ε1k20
·
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[
ν ∥u(t)∥2V + ∥u(t)∥2V ∥u1(t)∥2V + ∥u(t)∥2V ∥u2(t)∥2V +

K2
0

t∫
0

∥u(s)∥2V ds

+
ε1
4
∥ut(t)∥22,Ω +

κ2 ∥ωωω∥2V
ε1k20

∥g(t)∥22,Ω ∥ut(t)∥2V
(1.68)

Алынған (1.62)-(1.68) бағалауларды (1.61) өрнекке қойғанда, келесi диффе-
ренциалдық теңсiздiк алынады

d

dt

(
∥u(t)∥22,Ω + (κ + ν) ∥u(t)∥2V

)
+ ν ∥u(t)∥2V + α ∥ut(t)∥2V +

β ∥ut(t)∥22,Ω ⩽ a1 ∥u(t)∥2V + a2

t∫
0

∥u(s)∥2V ds+ a3 ∥u(t)∥22,Ω ,
(1.69)

мұндағы

α := 2

(
κ − ε0

2
− κ2

ε1k20
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥
2
V

)
, β := 2

(
1− ε1

2

)
;

a1 := 2C sup
t∈[0,T ∗]

∥u1(t)∥2,Ω +
4C2

ε0
sup

t∈[0,T ∗]

∥u1(t)∥22,Ω +
4C2

ε0
sup

t∈[0,T ∗]

∥u2(t)∥22,Ω+

+

2 sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥
2
V

ε1k20
+ ∥ωωω∥2V

×

(
ν2 + sup

t∈[0,T ∗]

∥u1(t)∥22,Ω + sup
t∈[0,T ∗]

∥u2(t)∥22,Ω

)
;

a2 :=
K2

0

ν
+ ∥ωωω∥2VK

2
0 +

2 sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥
2
V

ε1k20
K2

0 +
4K2

0

ε0
;

a3 :=
1

k20
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω
(
1 +

4κ2

ε0
∥ωωω∥2V

)
.

Ендi ui, i = 1, 2, функциялары және әлсiз шешiм үшiн алынған бағалаулар-
да κ

k20
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥
2
V ⩽ m < 2 шарты кезiндегi εi, i = 0, 1 сәйкес мәнiнде

α, β, a1, a2, a3 коэффициенттерi оң және ақырлы болып табылады. Олай бол-
са, (1.69) өрнектi τ бойынша 0−ден t ∈ [0, T ∗]−ға шейiн интегралдасақ, онда
келесi теңсiздiк қорытылады

y(t) ⩽ a

t∫
0

y(τ)dτ, (1.70)
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мұндағы

y(t) := ∥u(t)∥22,Ω + (κ + ν) ∥u(t)∥2V , a := max

{
1

κ + ν
(a1 + Ta2), a3

}
.

1.3-теореманың шарты мен Гронуолл леммасы бойынша (1.70) өрнектен
t ∈ [0, T ∗] үшiн y(t) ≡ 0 тұжырымдалады, яғни u1 ≡ u2.

Қорыта келе, әлсiз шешiмнiң бар болуы туралы 1.1-теореманы, әлдi ше-
шiмнiң бар болуы туралы 1.2-теореманы және шешiмнiң жалғыздығы туралы
1.3-теореманы ескере отырып, сондай-ақ (1.14), (1.3)-(1.4) локалды емес ту-
ра есебiнiң (1.1)-(1.5) керi есебiне экиваленттiлiгi туралы 1.1-леммаға сүйенiп
бастапқы қойылған керi есеп үшiн келесi нәтижелер тұжырымдалады.
Теорема 1.4. Айталық, (1.7)-(1.12) шарттар орындалсын және қандай да
бiр m оң саны табылып келесi шарт орындалсын

κ
k20

sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥
2
V ⩽ m < 2. (1.71)

Онда ақырлы T1 ∈ (0, T ] уақыты табылып, (1.1)-(1.5) керi есебiнiң QT1
ци-

линдрiнде кемiнде бiр әлсiз шешiмi табылады, мұндағы T1 мәнi (1.35) өр-
некпен анықталады. Сондай-ақ, әлсiз шешiм келесi априорлық бағалауды қа-
нағаттандырады

∥u∥2L∞(0,T1;L2(Ω)∩V) + ∥u∥2L2(0,T1;V) + ∥ut∥2L2(0,T1;L2(Ω)∩V) + ∥f∥2L2[0,T1]
⩽ C,(1.72)

мұндағы C есептiң берiлгендерiнен тәуелдi тұрақты.
Теорема 1.5. Айталық, 1.4-теореманың шарттары және (1.49) шарт
орындалсын. Олай болса, (1.1)-(1.5) керi есебiнiң QT1

цилиндрiнде кемiнде
бiр әлдi шешiмi бар болады және ол (1.72) бағалауға қоса

∥u∥2L∞(0,T1;V∩H2(Ω)) + ∥ut∥2L2(0,T1;V∩H2(Ω)) + ∥f∥2L2[0,T1]
⩽ C <∞. (1.73)

бағалау орынды болады, мұндағы T1 мәнi (1.35) өрнектен белгiлi және C
есептiң берiлгендерiнен тәуелдi тұрақты.
Теорема 1.6. Айталық, 1.4-теореманың шарттары орындалсын. Сонымен
қатар, u1 мен u2 функциялары (1.1)-(1.5) есебiнiң бiрдей берiлгендерi үшiн
u1 мен u2 әлсiз (әлдi) шешiмi болсын. Онда барлық (x, t) ∈ QT ∗ үшiн (1.1)-
(1.5) есебiнiң әлсiз (әлдi) шешiм жалғыз болады, яғни u1 ≡ u2, мұндағы
T ∗− әлсiз (әлдi) шешiмнiң бар болуының максималды уақыты.
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1.2. Сызықты интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт
жүйесi үшiн керi есеп

Бұл параграфта (1.1)-(1.5) керi есебiнiң дербес жағдайы, нақтырақ ай-
тқанда, теңдеулер жүйесiнде конвективтi мүшесi болмағанда уақыт бойынша
глобалды әлсiз және әлдi шешiмдерiнiң бар болуы мен жалғыздығы дәлел-
денедi. Сондай-ақ, (1.19) өрнектегi априорлық бағалаудың уақыт бойынша
глобалды екенiн дәлелдеудiң негiзгi қиындығы F (u, t) функциясының (1.14)
және (1.13) өрнектер бойынша анықтамасында (u · ∇)u сызықты емес кон-
вективтi мүшенiң отыруы. Жоғарыда қарастырылған керi есептiң сызықты
жағдайда глобалды шешiмдерiнiң бар болуы мен жалғыздығы [73, 74] жұ-
мыстарда зерттелiндi. Алайда, қарастырылып отырған керi есептердiң уақыт
бойынша глобалды әлсiз және әлдi шешiмдерiнiң бар болуы есептiң берiл-
гендерiне шектеу қою арқылы тұжырымдалады. Сызықты Кельвин-Фойгт
жүйесi үшiн керi есептi қарастырайық

ut − κ∆ut − ν∆u −
t∫

0

K(t− s)∆u(x, s)ds−∇p = f(t)g(x, t) (1.74)

divu(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT (1.75)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω (1.76)

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΓT (1.77)∫
Ω

uωdx = e(t), t ∈ [0, T ] (1.78)

Айталық, (1.8)-(1.11) шарттар орынды болсын. Онда (1.74)-(1.78) керi есебiне
эквиваленттi u функциясын табуға арналған тура есебi (1.76) бастапқы және
(1.77) шекаралық шарттарды, сондай-ақ

ut − κ∆ut − ν∆u−
t∫
0

K(t− s)∆u(s)ds+∇p =

F2(u, t)g(x, t), div u(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT ,

(1.79)

теңдеудi қанағаттандырады, мұндағы F2(u, t) функционалы

F2(u, t) :=
1

g0(t)

(
e′(t) + κ (∇ut(t),∇ω)2,Ω+

ν (∇u(t),∇ω)2,Ω −
t∫

0

K(t− s) (∇u(s),∇ω)2,Ω ds

 (1.80)

өрнекпен анықталады.
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Лемма 1.2. Айталық, (1.8)-(1.11) шарттар орындалсын. Онда (1.74)-
(1.78) керi есебi (1.79), (1.76), (1.77) тура есебiне эквиваленттi.
Дәлелдеуi 5. Бұл лемма аналогты түрде 1.1-лемма секiлдi дәлелденедi.

Ендi (1.79), (1.76), (1.77) тура есебiнiң әлсiз шешiмiнiң бар болуы туралы
келесi теорема орынды.
Теорема 1.7. Айталық, (1.7)-(1.12) және (1.18) шарттар орындалсын.
Онда QT цилиндрiнде (1.79), (1.76), (1.77) тура есебiнiң u(x, t) әлсiз шешi-
мi бар болады, сонымен бiрге 1.2-лемма бойынша оған эквиваленттi (1.74)-
(1.78) керi есебiнiң әлсiз шешiмi табылады және ол барлық t ∈ (0, T ] үшiн
(1.72) бағалауды қанағаттандырады.
Дәлелдеуi 6. Соңғы тұжырым аналогты түрде (1.1)-(1.5) керi есебiнiң
шешiмдiлiгi секiлдi (1.74)-(1.78) керi есебi үшiн де дәлелденедi. Нақтырақ
айтқанда, (1.79), (1.76), (1.77) тура есебiнiң әлсiз шешiмi барлық t ∈ (0, T ]
үшiн (1.19) априорлық бағалауды қанағаттандыратын көрсету жеткiлiк-
тi. Ал дәлелдеу алгоритмi 1.1-теореманың дәлелдеуi секiлдi жүргiзiледi.
Демек, конвективтi мүше болмаған жағдайда (1.25) және (1.26) өрнек-
терiн ескерiп және оларды бiрiктiрсек, онда

1

2

d

dt

(
∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V

)
+ ν ∥un(t)∥2V +

∥un
t (t)∥

2
2,Ω + κ ∥un

t (t)∥
2
V = −

t∫
0

K(t− s) (∇un(s),∇un(t))2,Ω ds−

t∫
0

K(t− s) (∇un(s),∇un
t (t))2,Ω ds+ F2(u, t) (g(t),u

n
t (t))2,Ω+

F2(u
n, t) (g(t),un(t))2,Ω .

(1.81)

теңдiгi алынады, мұндағы F2(u
n, t) функционалы (1.80) өрнекпен аны-

қталған және

|F2(u
n, t)| ⩽ 1

k0
[|e′(t)|+ κ ∥un

t ∥V ∥ω∥V +

ν ∥un∥V ∥ω∥V + ∥ω∥VK0

 t∫
0

∥un(s)∥2V ds


1
2

 . (1.82)

бағалауын қанағаттандырады.
Соңғы (1.81) теңдiктiң оң жағын бағалау үшiн бiрiншi және екiншi

қосылғыштарға, сәйкесiнше, (1.28) және (1.29) бағалауларды қолданып, ал
үшiншi және төртiншi қосылғыштарын, сәйкесiнше, (1.30) және (1.31)
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бағалауларын негiзге ала отырып (1.82) өрнектi бiрге ескерiп бағалағанда

z(t) := 1 + ∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V

функциясы үшiн келесi дифференциалдық теңсiздiк шығады

z′(t) + ν ∥un(t)∥2V + α ∥un
t (t)∥

2
2,Ω + β ∥un

t (t)∥
2
V ⩽

C1

t∫
0

z(s)ds+ C2z(t) + C3(t),
(1.83)

мұндағы

α := 2

(
1− ε2 + ε3

2

)
; β := 2

(
κ − ε1

2
− κ3

ε2k20
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ω∥
2
V

)
;

C1 :=
1

ν + κ

(
K2

0

ν
+

2K2
0

ε1
+

2K2
0

ε3k20
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ω∥
2
V

)
;

C2 :=
1

ν + κ

(
ε3 + ε2 +

2ν2

ε3k20
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ω∥
2
V

)
;

C3(t) :=
2

ε3k20
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω |e
′(t)|2 .

Ендi ε2 =
2eε − 1

eε
; ε3 =

sin ε

eε
; ε ∈

(
0,
π

2

)
таңдасақ және ε1−дiң сәйкес

мәнi үшiн
κ
k20

sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ω∥
2
V ⩽ m < 2 теңсiздiгiнiң жоғарғы шекарасын

m−нен 2−ге дейiн кеңейтуге болады. Алайда, ε1 саны m > 2 болатындай
таңдалмауы керек, себебi α > 0 болғандығынан ε2 < 2.

Ендi (1.83) өрнектi s бойынша 0−ден t−ға шейiн интегралдап, (1.24)
өрнектi қолдансақ, келесi интегралдық теңсiздiк шығады

z(t) + ν ∥un∥2L2(0,T ;V) + α ∥un
t ∥

2
L2(QT )

+ β ∥un
t ∥

2
L2(0,T ;V) ⩽

C5

t∫
0

z(s)ds+ C6,
(1.84)

мұндағы

C4 = C1T + C2; C5 = 1 + ∥u0∥22,Ω + (κ + ν) ∥u0∥2V +

t∫
0

C3(s)ds.
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Сөйтiп, (1.84) өрнектiң сол жағындағы екiншi, үшiншi және төртiншi
қосылғыштарды ескермей сызықты Гронуолл теңсiздiгiн қолданғанда

z(t) ⩽ C5e
C4T (1.85)

бағалауы тұжырымдалады.
Егер (1.85) бағалауды (1.84) өрнектiң оң жағына ескерiп, сондай-ақ, екi

жағынан t ∈ [0, T ] бойынша супремум алсақ, онда келесi әлсiз шешiм үшiн
априорлық бағалау қорытылады

sup
t∈[0,T ]

∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) sup
t∈[0,T ]

∥un(t)∥2V + ν ∥un∥2L2(0,T ;V)+

α ∥un
t ∥

2
L2(QT )

+ β ∥un
t ∥

2
L2(0,T ;V) ⩽M :=M(T,C4, C5).

(1.86)

Теорема 1.8. Айталық, 1.7-теореманың барлық шарттары орындалсын.
Сонымен қатар, (1.49) шарт орынды болсын. Онда (1.79), (1.76), (1.77) ту-
ра есебiнiң әлдi шешiмi бар болады сонымен бiрге 1.2-лемма бойынша оған
эквиваленттi (1.74)-(1.78) керi есебiнiң әлдi шешiмi табылады және ол бар-
лық t ∈ (0, T ] үшiн (1.73) бағалауды қанағаттандырады.
Дәлелдеуi 7. Бұл теорема дәлелдеу үшiн (1.79), (1.76), (1.77) тура
есебiнiң әлдi шешiмi барлық t ∈ (0, T ] үшiн (1.50) априорлық бағала-
уды қанағаттандыратын көрсету жеткiлiктi. Дәлелдеу алгоритмi 1.2-
теореманың дәлелдеуiне ұқсас түрде жүргiзiледi.

Демек, (1.52) өрнегiне аналогты энергетикалық теңдiк келесi түрде бо-
лады

ν

2

d

dt

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+ κ
∥∥∥∆̃un

t (t)
∥∥∥2
2,Ω

+ ∥un
t (t)∥

2
V =

−
t∫

0

K(t− s)
(
∆̃un(s), ∆̃un

t (t)
)
2,Ω
ds+ F2(u

n, t)
(
g,−∆̃un

t (t)
)
2,Ω
,

(1.87)

Ендi (1.87) оң жағын бағалау үшiн Гельдер және Юнг теңсiздiктерiн (1.82)
өрнекпен бiрге қолданғанда

ν
d

dt

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+ κ
∥∥∥∆̃un

t (t)
∥∥∥2
2,Ω

+ ∥un
t (t)∥

2
V ⩽

2

κ

K2
0

t∫
0

∥∥∥∆̃un(s)
∥∥∥2
2,Ω
ds+ |F2|2 ∥g(t)∥22,Ω

 . (1.88)

Cөйтiп, (1.88) өрнектi s бойынша 0−ден t−ға шейiн интегралдап және
әлсiз шешiм үшiн алынған априорлық бағалауларды ескерсек, онда төмендегi
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интегралдық теңсiздiк алынады

ν ∥Aun(t)∥22,Ω + κ
t∫

0

∥∥∥∆̃un
t (s)

∥∥∥2
2,Ω
ds ⩽ C7 + C8

t∫
0

ν
∥∥∥∆̃un(s)

∥∥∥2
2,Ω
ds, (1.89)

мұндағы

C7 := ν
∥∥∥∆̃u0

∥∥∥2
2,Ω

+
3

κ
∥g∥2L∞(0,T ;L2(Ω))

T∫
0

|F2(s)|2 ds <∞,

C8 :=
2

νκ
K2

0T <∞.

Демек, (1.89) өрнекке Гронуолл теңсiздiгiн ескерсек, онда келесi бағалау алы-
нады ∥∥∥∆̃un(t)

∥∥∥2
2,Ω

⩽
1

ν
C7e

C8T , ∀t ∈ (0, T ) (1.90)

Егер (1.89) өрнектiң екi жағынан t ∈ [0, T ] бойынша супремум алып және
(1.90) бағалауды қолдансақ, онда төмендегi бағалау тұжырымдалады

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+
∥∥∥∆̃un

t

∥∥∥2
L2(QT )

⩽ C := C(ν,κ, C7, C8, T ) <∞. (1.91)

(1.74)-(1.78) керi есебiнiң жалғыздығы туралы келесi теорема орынды.
Теорема 1.9. Айталық, 1.7-теореманың шарттары орындалсын. Онда
(1.74)-(1.77), (1.80) есебiнiң әлсiз шешiмi жалғыз болады.
Дәлелдеуi 8. Бұл тұжырымның дәлелдеуi 1.3-теореманың дәлелдеуiне
аналогты түрде тұжырымдалады, сондықтан дәлелдеусiз қалдырдық.
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1.3. Оң жағы арнайы сызықты емес интегро-
дифференциалдық Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн керi
есеп

Бұл параграфта (1.1)-(1.5) керi есебiнiң уақыт бойынша локалды әлсiз
және әлдi шешiмдерiнiң бар болуы мен жалғыздығы есептiң берiлгендерiне
қойылған (1.18) шарттың көмегiнсiз тұжырымдалады. Ол тек (1.1) теңдеулер
жүйесiнiң оң жағын арнайы түрде g(x, t) := ω(x) деп жеке жағдайын қарас-
тырған да ғана (1.18) шарттан құтылуға болады. Оң жағы арнайы түрдегi
сызықты емес Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн керi есептi қарастырайық

ut − κ∆ut − ν∆u + (u · ∇)u −
t∫

0

K(t− s)∆u(x, s)ds−∇p = f(t)ω(x)

(1.92)

divu(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT (1.93)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω (1.94)

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΓT (1.95)∫
Ω

uωdx = e(t), t ∈ [0, T ] (1.96)

Айталық, (1.9), (1.10) және

ω ̸= 0, ∀x ∈ Ω. (1.97)

шарттар орынды болсын.
Демек, қарастырылып отырған (1.92)-(1.96) керi есебiне эквиваленттi u

функциясын табуға арналған тура есеп келесi түрде болады, яғни (1.94) ба-
стапқы және (1.95) шекаралық шарттарды, сондай-ақ

ut − κ∆ut − ν∆u+ (u · ∇)u−
t∫
0

K(t− s)∆u(s)ds+∇p =

F3(u, t)ω(x), div u(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT ,

(1.98)

теңдеудi қанағаттандырады, мұндағы F3(u, t) функционалы

F3(u, t) :=
1

ω0

(
e′(t) + κ (∇ut(t),∇ω)2,Ω + ν (∇u(t),∇ω)2,Ω−

((u(t) · ∇)ω,u(t))2,Ω −
t∫

0

K(t− s) (∇u(s),∇ω)2,Ω ds

 (1.99)

өрнегiмен анықталады және ω0 = ∥ω∥22,Ω > 0 тұрақты.
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Лемма 1.3. Айталық, (1.8)-(1.11) шарттар орындалсын. Онда (1.92)-
(1.96) керi есебi (1.98), (1.94), (1.95) тура есебiне эквиваленттi.
Дәлелдеуi 9. Бұл лемма аналогты түрде 1.1-лемма секiлдi дәлелденедi.

Ендi (1.98), (1.94), (1.95) тура есебiнiң әлсiз шешiмiнiң бар болуы туралы
келесi теорема орынды.
Теорема 1.10. Айталық, (1.7), (1.11)-(1.12) және (1.97) шарттар орын-
далсын. Онда ақырлы T2 ∈ (0, T ] уақыты табылып, (1.79), (1.76), (1.77)
локалды емес тура есебiнiң QT2

цилиндрiнде кемiнде бiр әлсiз шешiмi та-
былады, сонымен бiрге 1.3-лемма бойынша эквиваленттi (1.92)-(1.96) керi
есебiнiң де әлсiз шешiмi бар болады және ол барлық t ∈ (0, T2] үшiн (1.72)
бағалауды қанағаттандырады, мұндағы T2 мәнi төменде (1.107) өрнекпен
анықталады.
Дәлелдеуi 10. Жоғарыдағы тұжырым аналогты түрде (1.1)-(1.5) керi
есебiнiң шешiмдiлiгi секiлдi (1.92)-(1.96) керi есебi үшiн де дәлелденедi.
Нақтырақ айтқанда, (1.98), (1.94), (1.95) тура есебiнiң әлсiз шешiмi бар-
лық t ∈ (0, T ] үшiн (1.72) априорлық бағалауды қанағаттандыратын көр-
сету жеткiлiктi. Ал дәлелдеу алгоритмi 1.1-теореманың дәлелдеуi секiлдi
жүргiзiледi.
Демек, (1.25) және (1.26) өрнектерiне аналогты энергетикалық теңдiктер-
ге алып және оларды бiрiктiрсек, онда

1

2

d

dt

(
∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V

)
+ ν ∥un(t)∥2V +

∥un
t (t)∥

2
2,Ω + κ ∥un

t (t)∥
2
V = −

t∫
0

K(t− s) (∇un(s),∇un(t))2,Ω ds−

t∫
0

K(t− s) (∇un(s),∇un
t (t))2,Ω ds+ F3(u

n(t), t)e(t)+

F3(u
n(t), t)e′(t) + ((un(t) · ∇)un

t (t),u
n(t))2,Ω

(1.100)

теңдiгi алынады, мұндағы F3(u
n, t) функционалы (1.99) өрнекпен аны-

қталған және

|F3(u
n, t)| ⩽ 1

k0
[|e′(t)|+ ∥ω∥V (κ ∥un

t ∥V + ν ∥un∥V +

C2(Ω) ∥un(t)∥2V +K0

 t∫
0

∥un(s)∥2V ds


1
2


 . (1.101)

бағалауын қанағаттандырады.
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Соңғы (1.100) теңдiктiң оң жағын бағалау үшiн ең алдымен, үшiншi
және төртiншi қосылғыштарға, сәйкесiнше, (1.30) және (1.31) бағалау-
ларды (1.101) өрнекпен бiрге пайдаланып бағаласақ, онда келесi

|F3(u
n, t)e(t)| ⩽ |e(t)|

ω0
[|e′(t)|+ ∥ω∥V (κ ∥un

t ∥V + ν ∥un∥V +

C2 ∥un∥2V +K0

 t∫
0

∥un(s)∥2V ds


1
2


 ⩽

1

2ω0

(
|e(t)|2 + |e′(t)|2

)
+

κ
8
∥un

t ∥
2
V +

2κ |e(t)|2

ω2
0

∥ω∥2V +
1

2
∥un∥2V +

ν2 |e(t)|2

2ω2
0

∥ω∥2V +
1

2
∥un∥4V

+
C4

2ω2
0

|e(t)|2 ∥ω∥2V +
K2

0

2ω2
0

|e(t)|2 ∥ω∥2V +
1

2

t∫
0

∥un(s)∥2V ds.

(1.102)

|F3(u
n, t)e′(t)| ⩽ |e′(t)|

ω0
[|e′(t)|+ ∥ω∥V (κ ∥un

t ∥V + ν ∥un∥V +

C2 ∥un∥2V +K0

 t∫
0

∥un(s)∥2V ds


1
2


 ⩽

1

ω0
|e′(t)|2 + κ

8
∥un

t ∥
2
V +

2κ |e′(t)|2

ω2
0

∥ω∥2V +
1

2
∥un∥2V +

ν2 |e′(t)|2

2ω2
0

∥ω∥2V +
1

2
∥un∥4V

+
C4

2ω2
0

|e′(t)|2 ∥ω∥2V +
K2

0

2ω2
0

|e′(t)|2 ∥ω∥2V +
1

2

t∫
0

∥un(s)∥2V ds,

(1.103)

теңсiздiктер қорытылады, сондай-ақ, ε1 := κ
2 жағдайда бiрiншi, екiншi

және бесiншi қосылғыштарға, сәйкесiнше, (1.28), (1.29) және (1.32) баға-
лауларды ескерсек, онда

z(t) := 1 + ∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V
функциясы үшiн келесi дифференциалдық теңсiздiк шығады

z′(t) + ν ∥un(t)∥2V + ∥un
t (t)∥

2
2,Ω + κ ∥un

t (t)∥
2
V ⩽

C1

t∫
0

z(s)ds+ C2z(t) + C3z
2(t) + C4(t)

(1.104)

мұндағы

C1 :=
1

ν + κ

(
K2

0

ν
+

4k20
κ

+ 2

)
; C2 :=

2

ν + κ
; C3 :=

1

ν + κ

(
2 +

4C2(Ω)

κ

)
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C4(t) :=
1

ω0

(
|e(t)|2 + |e′(t)|2

)
+

2

ω0
|e′(t)|2+

∥ω∥2V
ω2
0

(
|e(t)|2 + |e′(t)|2

) (
4κ + ν2 + C4(Ω) +K2

0

)
Ендi (1.104) өрнектi s бойынша 0−ден t−ға шейiн интегралдап, (1.24) өр-
нектi ескерсек, онда

z(t) + ν ∥un∥2L2(0,T ;V) + ∥un
t ∥

2
L2(QT )

+ κ ∥un
t ∥

2
L2(0,T ;V) ⩽

C5

t∫
0

z2(s)ds+ C6,
(1.105)

мұндағы

C5 = max {C1T + C3;C2} ;C6 = 1 + ∥u0∥22,Ω + (κ + ν) ∥u0∥2V +

t∫
0

C4(s)ds.

Әрi қарай z(t) функциясы үшiн 1-леммадағы сызықтық емес Гронуолл
теңсiздiгiн қолданғанда, онда (1.104) өрнектен келесi бағалау қорытылады

z(t) ⩽
C6

1− C5C6t
≡ K2 <∞ (1.106)

және төмендегi уақыт аралығы үшiн орынды

0 ⩽ t ⩽ T2 < T⋆ :=
1

C5C6
. (1.107)

Демек, кез келген t ⩽ T2 < T⋆ үшiн (1.106) өрнектен келесi бағалау орынды
екенiн көруге болады

∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V ⩽ K2. (1.108)

(1.37) бағалауды (1.104) өрнектiң оң жағына қолданып және t ∈ [0, T2]
бойынша супремум алғанда, келесi априорлық бағалау тұжырымдалады

sup
t∈[0,T2]

(
∥un(t)∥22,Ω + ∥un(t)∥2V

)
+ ∥un∥2L2(0,T2;V) + ∥un

t ∥
2
L2(QT2

)+

∥un
t ∥

2
L2(0,T2;V) ⩽ C := C(ν,κ, T2, K2, C5, C6).

(1.109)

Теорема 1.11. Айталық, 1.10-теореманың барлық шарттары орындалсын.
Сонымен қатар, (1.49) шарт орынды болсын. Онда (1.98), (1.94), (1.95) ту-
ра есебiнiң әлдi шешiмi бар болады, сонымен бiрге 1.3-лемма бойынша оған
эквиваленттi (1.92)-(1.96) керi есебiнiң әлдi шешiмi табылады және ол бар-
лық t ∈ (0, T2] үшiн (1.73) бағалауды қанағаттандырады.
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Дәлелдеуi 11. Демек, (1.52) өрнегiне аналогты энергетикалық теңдiк ке-
лесi түрде болады

ν

2

d

dt

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+ κ
∥∥∥∆̃un

t (t)
∥∥∥2
2,Ω

+ ∥un
t (t)∥

2
V =

−
(
(un(t) · ∇)un(t), ∆̃un

t (t)
)
−

t∫
0

K(t− s)
(
∆̃un(s), ∆̃un

t (t)
)
2,Ω
ds+

F3(u
n, t)

(
ω,−∆̃un

t (t)
)
2,Ω

:= I7,

(1.110)

Соңғы өрнектiң оң жағын бағалау үшiн Гельдер мен Юнг теңсiздiктерiн
және (1.101) бағалауды бiрге қолданайық, демек,

|I7| ⩽
κ
2

∥∥∥∆̃un
t (t)
∥∥∥2
2,Ω

+
3

2κ

[
C ∥un(t)∥2V

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+

K2
0

t∫
0

∥∥∥∆̃un(s)
∥∥∥2
2,Ω
ds+ |F3|2 ∥ω∥22,Ω

 . (1.111)

(1.111) бағалауды (1.110) теңдiкке ескергенде, келесi теңсiздiк қорытылады

ν
d

dt

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+ κ
∥∥∥∆̃un

t (t)
∥∥∥2
2,Ω

+ ∥un
t (t)∥

2
V ⩽

3

κ

[
C ∥un(t)∥2V∥∥∥∆̃un(t)

∥∥∥2
2,Ω

+K2
0

t∫
0

∥∥∥∆̃un(s)
∥∥∥2
2,Ω
ds+ |F3|2 ∥ω∥22,Ω

 . (1.112)

Ендi (1.112) өрнектi s бойынша 0−ден t−ға шейiн интегралдап және әлсiз
шешiм үшiн алынған априорлық бағалауларды қолдансақ, төмендегi инте-
гралдық теңсiздiк алынады

ν
∥∥∥∆̃un(t)

∥∥∥2
2,Ω

+ κ
t∫

0

∥∥∥∆̃un
t (s)

∥∥∥2
2,Ω
ds ⩽ C7 + C8

t∫
0

ν
∥∥∥∆̃un(s)

∥∥∥2
2,Ω
ds, (1.113)

мұндағы

C7 := ν
∥∥∥∆̃u0

∥∥∥2
2,Ω

+
3

κ
∥ω∥22,Ω

T2∫
0

|F3(s)|2 ds <∞,

C8 :=
3

νκ

(
C(Ω) sup

t∈[0,T2]

∥un(t)∥2V +K2
0T

)
<∞.
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Мұнан кейiн, (1.113) өрнекке Гронуолл леммасын қолданғанда,∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

⩽
1

ν
C7e

C8T2, ∀t ∈ (0, T2) (1.114)

бағалауы қорытылады. Егер (1.113) өрнектiң екi жағынан t ∈ [0, T2] бойын-
ша супремум алып және (1.114) бағалауды қолдансақ, онда төмендегi баға-
лау тұжырымдалады

sup
t∈[0,T2]

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+
∥∥∥∆̃un

t

∥∥∥2
L2(QT2

)
⩽ C := C(ν,κ, C7, C8, T2) <∞. (1.115)

Теорема 1.12. Айталық, 1.10-теореманың шарттары орындалсын. Онда
(1.92)-(1.95), (1.99) есебiнiң әлсiз шешiмi жалғыз болады.
Дәлелдеуi 12. Бұл тұжырымның дәлелдеуi 1.3-теореманың дәлелдеуiне
аналогты түрде тұжырымдалады.
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1.4. Глобалды шешiлiмдi болатын интегро-дифференциалдық
Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн керi есеп

Бұл тармақта (1.1)-(1.5) керi есебiнiң дербес жағдайы, нақтырақ айтқан-
да, теңдеулер жүйесiнде конвективтi мүшесi болмағанда және оң жағын
арнайы түрде таңдағанда глобалды әлсiз және әлдi шешiмдерiнiң бар бо-
луы мен жалғыздығы дәлелденедi. Берiлген теңдеулер жүйесiнде оң жағын
g(x, t) := ω(x) болғанда (1.18) шарттан құтылуға мүмкiндiк бередi. Сонымен
қатар, (1.1) теңдеудiң сызықты жағдайын қарастыру (2.18) өрнектегi апри-
орлық бағалаудың уақыт бойынша глобалды орынды екенiн дәлелдеуге мүм-
кiндiк бередi. Жоғарыда қарастырылған отырған керi есептiң сызықты жағ-
дайда глобалды шешiмнiң бар болуы мен жалғыздығы [73, 74] жұмыстарда
зерттелiндi. Алайда, қарастырылып отырған керi есептердiң глобалды әлсiз
және әлдi шешiмдерiнiң бар болуы мен жалғыздығы есептiң берiлгендерiне
шектеу қою арқылы тұжырымдалады. Демек, сызықты әрi оң жағы арнайы
түрдегi Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн керi есептi қарастырайық

ut − κ∆ut − ν∆u −
t∫

0

K(t− s)∆u(x, s)ds−∇p = f(t)ω(x) (1.116)

divu(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT (1.117)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω (1.118)

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΓT (1.119)∫
Ω

uωdx = e(t), t ∈ [0, T ] (1.120)

Айталық, (1.8), (1.10), (1.97) шарттар орындалсын. Сөйтiп, қарастырылып
отырған (1.116)-(1.120) керi есебiне эквиваленттi u функциясын табуға ар-
налған тура есеп келесi түрде болады, яғни (1.118) бастапқы және (1.119)
шекаралық шарттарды, сондай-ақ

ut − κ∆ut − ν∆u−
t∫
0

K(t− s)∆u(s)ds+∇p =

F4(u, t)ω(x), div u(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT ,

(1.121)

теңдеудi қанағаттандырады, мұндағы F4(u, t) функционалы

F4(u, t) :=
1

ω0

(
e′(t) + κ (∇ut(t),∇ω)2,Ω+

ν (∇u(t),∇ω)2,Ω −
t∫

0

K(t− s) (∇u(s),∇ω)2,Ω ds

 (1.122)

өрнегiмен анықталады және ω0 = ∥ω∥22,Ω > 0 тұрақты.
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Лемма 1.4. Айталық, (1.8), (1.10)-(1.11) және (1.97) шарттар орындал-
сын. Онда (1.116)-(1.120) керi есебi (1.121), (1.118), (1.119) тура есебiне эк-
виваленттi.
Дәлелдеуi 13. Бұл лемма аналогты түрде 1.1-лемма секiлдi дәлелденедi.

Ендi (1.121), (1.118), (1.119) тура есебiнiң әлсiз шешiмiнiң бар болуы ту-
ралы келесi теорема орынды.
Теорема 1.13. Айталық, (1.7), (1.10)-(1.12) шарттар орындалсын. Онда
QT цилиндрiнде (1.121), (1.118), (1.119) тура есебiнiң u(x, t) әлсiз шешiмi
бар болады, сондай-ақ 1.4-лемма бойынша эквиваленттi (1.116)-(1.120) керi
есебiнiң де әлсiз шешiмi табылады және ол барлық t ∈ (0, T ] үшiн (1.72)
бағалауды қанағаттандырады.
Дәлелдеуi 14. Соңғы тұжырым аналогты түрде (1.1)-(1.5) керi есебiнiң
шешiмдiлiгi секiлдi (1.116)-(1.120) керi есебi үшiн де дәлелденедi. Нақты-
рақ айтқанда, (1.121), (1.118), (1.119) тура есебiнiң әлсiз шешiмi барлық
t ∈ (0, T ] үшiн (1.19) априорлық бағалауды қанағаттандыратын көрсету
жеткiлiктi. Ал дәлелдеу алгоритмi 1.1-теореманың дәлелдеуi секiлдi жүр-
гiзiледi.
Демек, (1.25) және (1.26) өрнектерiне аналогты энергетикалық теңдiктер-
ге алып және оларды бiрiктiрсек, онда

1

2

d

dt

(
∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V

)
+ ν ∥un(t)∥2V +

∥un
t (t)∥

2
2,Ω + κ ∥un

t (t)∥
2
V = −

t∫
0

K(t− s) (∇un(s),∇un(t))2,Ω ds−

t∫
0

K(t− s) (∇un(s),∇un
t (t))2,Ω ds+ F4(u, t)e(t) + F4(u

n, t)e′(t).

(1.123)

теңдiгi алынады, мұндағы F4(u
n, t) функционалы (1.122) өрнекпен аны-

қталған және

|F4(u
n, t)| ⩽ 1

ω0
[|e′(t)|+ κ ∥un

t ∥V ∥ω∥V +

ν ∥un∥V ∥ω∥V + ∥ω∥VK0

 t∫
0

∥un(s)∥2V ds


1
2

 . (1.124)

бағалауын қанағаттандырады.
Соңғы (1.123) теңдiктiң оң жағын бағалау үшiн ең алдымен, үшiншi

және төртiншi қосылғыштарға, сәйкесiнше, (1.30) және (1.31) бағалау-
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ларды (1.124) өрнекпен бiрге пайдаланып бағаласақ, онда келесi

|F4(u
n, t)e(t)| ⩽ |e(t)|

ω0
[|e′(t)|+ ∥ω∥V (κ ∥un

t ∥V +

ν ∥un∥V +K0

 t∫
0

∥un(s)∥2V ds


1
2


 ⩽

1

2ω0

(
|e(t)|2+

|e′(t)|2
)
+

κ
8
∥un

t ∥
2
V +

2κ |e(t)|2

ω2
0

∥ω∥2V +
1

2
∥un∥2V +

ν2 |e(t)|2

2ω2
0

∥ω∥2V +
K2

0

2ω2
0

|e(t)|2 ∥ω∥2V +
1

2

t∫
0

∥un(s)∥2V ds.

(1.125)

|F4(u
n, t)e′(t)| ⩽ |e′(t)|

ω0
[|e′(t)|+ ∥ω∥V (κ ∥un

t ∥V +

ν ∥un∥V +K0

 t∫
0

∥un(s)∥2V ds


1
2


 ⩽

1

ω0
|e′(t)|2+

κ
8
∥un

t ∥
2
V +

2κ |e′(t)|2

ω2
0

∥ω∥2V +
1

2
∥un∥2V +

ν2 |e′(t)|2

2ω2
0

∥ω∥2V +
K2

0

2ω2
0

|e′(t)|2 ∥ω∥2V +
1

2

t∫
0

∥un(s)∥2V ds,

(1.126)

теңсiздiктер қорытылады, сондай-ақ, ε1 := κ
2 жағдайда бiрiншi және екiншi

қосылғыштарға, сәйкесiнше, (1.28) және (1.29) бағалауларды ескерсек, онда

y(t) := ∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V

функциясы үшiн келесi дифференциалдық теңсiздiк шығады

y′(t) + ν ∥un(t)∥2V + ∥un
t (t)∥

2
2,Ω + κ ∥un

t (t)∥
2
V ⩽

C1

t∫
0

y(s)ds+ C2y(t) + C3(t)
(1.127)

мұндағы

C1 :=
1

ν + κ

(
K2

0

ν
+

4k20
κ

+ 2

)
; C2 :=

2

ν + κ
;

C3(t) :=
1

ω0

(
|e(t)|2 + |e′(t)|2

)
+

2

ω0
|e′(t)|2+
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∥ω∥2V
ω2
0

(
|e(t)|2 + |e′(t)|2

) (
4κ + ν2 +K2

0

)
Ендi (1.127) өрнектi s бойынша 0−ден t−ға шейiн интегралдап, (1.24) өр-
нектi ескерсек, онда

y(t) + ν ∥un∥2L2(0,T ;V) + ∥un
t ∥

2
L2(QT )

+ κ ∥un
t ∥

2
L2(0,T ;V) ⩽

C4

t∫
0

y(s)ds+ C5,
(1.128)

мұндағы

C4 = C1T + C2;C5 = ∥u0∥22,Ω + (κ + ν) ∥u0∥2V +

t∫
0

C3(s)ds.

Сөйтiп, (1.127) өрнектiң сол жағындағы екiншi, үшiншi және төртiн-
шi қосылғыштарды ескермей сызықты Гронуолл теңсiздiгiн қолданғанда

y(t) ⩽ C5e
C4T (1.129)

бағалауы тұжырымдалады.
Егер (1.129) бағалауды (1.127) өрнектiң оң жағына ескерiп, сондай-ақ,

екi жағынан t ∈ [0, T ] бойынша супремум алсақ, онда келесi әлсiз шешiм
үшiн априорлық бағалау қорытылады

sup
t∈[0,T ]

∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) sup
t∈[0,T ]

∥un(t)∥2V + ν ∥un∥2L2(0,T ;V)+

∥un
t ∥

2
L2(QT )

+ κ ∥un
t ∥

2
L2(0,T ;V) ⩽M :=M(T,C4, C5).

(1.130)

Теорема 1.14. Айталық, 1.13-теореманың барлық шарттары орындалсын.
Сонымен қатар, (1.49) шарт орынды болсын. Онда (1.121), (1.118), (1.119)
тура есебiнiң әлдi шешiмi бар болады, сондай-ақ 1.4-лемма бойынша экви-
валенттi (1.116)-(1.120) керi есебiнiң де әлдi шешiмi табылады және ол
барлық t ∈ (0, T ] үшiн (1.73) бағалауды қанағаттандырады.
Дәлелдеуi 15. Демек, (1.52) өрнегiне аналогты энергетикалық теңдiк ке-
лесi түрде болады

ν

2

d

dt

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+ κ
∥∥∥∆̃un

t (t)
∥∥∥2
2,Ω

+ ∥un
t (t)∥

2
V =

−
t∫

0

K(t− s)
(
∆̃un(s), ∆̃un

t (t)
)
2,Ω
ds+

F4(u
n, t)

(
ω,−∆̃un

t (t)
)
2,Ω

= I8,

(1.131)
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Соңғы өрнектiң оң жағын бағалау үшiн Гельдер мен Юнг теңсiздiктерiн
және (1.124) бағалауды бiрге қолданайық, демек,

|I8| ⩽
κ
2

∥∥∥∆̃un
t (t)
∥∥∥2
2,Ω

+
1

κ

K2
0

t∫
0

∥∥∥∆̃un(s)
∥∥∥2
2,Ω
ds+ |F4|2 ∥ω∥22,Ω

 . (1.132)

(1.132) бағалауды (1.131) теңдiкке ескергенде, келесi теңсiздiк қорытылады

ν
d

dt

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+ κ
∥∥∥∆̃un

t (t)
∥∥∥2
2,Ω

+ ∥un
t (t)∥

2
V ⩽

2

κ

K2
0

t∫
0

∥∥∥∆̃un(s)
∥∥∥2
2,Ω
ds+ |F4|2 ∥ω∥22,Ω

 . (1.133)

Ендi (1.133) өрнектi s бойынша 0−ден t−ға шейiн интегралдап және әлсiз
шешiм үшiн алынған априорлық бағалауларды қолдансақ, төмендегi инте-
гралдық теңсiздiк алынады

ν
∥∥∥∆̃un(t)

∥∥∥2
2,Ω

+ κ
t∫

0

∥∥∥∆̃un
t (s)

∥∥∥2
2,Ω
ds ⩽ C6 + C7

t∫
0

ν
∥∥∥∆̃un(s)

∥∥∥2
2,Ω
ds, (1.134)

мұндағы

C6 := ν
∥∥∥∆̃u0

∥∥∥2
2,Ω

+
3

κ
∥ω∥22,Ω

T∫
0

|F4(s)|2 ds <∞,

C7 :=
3

νκ

(
C(Ω) sup

t∈[0,T ]
∥un(t)∥2V +K2

0T

)
<∞.

Мұнан кейiн, (1.134) өрнекке Гронуолл леммасын қолданғанда,∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

⩽
1

ν
C6e

C7T , ∀t ∈ (0, T ) (1.135)

бағалауы қорытылады. Егер (1.134) өрнектiң екi жағынан t ∈ [0, T ] бойын-
ша супремум алып және (1.135) бағалауды қолдансақ, онда төмендегi баға-
лау тұжырымдалады

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+
∥∥∥∆̃un

t

∥∥∥2
L2(QT )

⩽ C := C(ν,κ, C6, C7, T ) <∞. (1.136)

Теорема 1.15. Айталық, 1.13-теореманың шарттары орындалсын. Онда
(1.116)-(1.119), (1.122) есебiнiң әлсiз шешiмi жалғыз болады.
Дәлелдеуi 16. Бұл тұжырымның дәлелдеуi 1.3-теореманың дәлелдеуiне
аналогты түрде тұжырымдалады.
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2 АРНАЙЫ ИНТЕГРАЛДЫҚ ҚОСЫМША ШАРТПЕН
ҚОЙЫЛҒАН СЫЗЫҚТЫ ЕМЕС ИНТЕГРО -
ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ КЕЛЬВИН-ФОЙГТ ЖҮЙЕСI ҮШIН
КЕРI ЕСЕПТЕР

Бұл бөлiмде арнайы қосымша шартпен қойылған сызықты емес интегро-
диференциалдық Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн керi есептердiң уақыт бойынша
локалды әлсiз және әлдi шешiмдерiнiң бар болуы мен жалғыздығы зерттелi-
недi.

Есептiң қойылымы. Айталық, Ω ⊂ Rd, d = 2, 3 шенелген облыс және
оның ∂Ω жатық шекарасы болсын. ΓT = ∂Ω× [0, T ] бүйiр бетiмен анықталған
QT = Ω× [0, T ], T > 0 цилиндрiнде (u(x, t), p(x, t), f(t)) функциялар үштiгiн
анықтауға арналған, сығылмайтын тұтқыр серпiмдi сұйықтықтардың ағы-
нын сипаттайтын

ut − κ∆ut − ν∆u + (u · ∇)u −
t∫

0

K(t− s)∆u(x, s)ds−∇p = f(t)g(x, t)

(2.1)

интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт теңдеулер жүйесiн,

divdivdiv u(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT (2.2)

сығылмайтын сұйықтық теңдеуiн,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω (2.3)

бастапқы шартын,
u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΓT (2.4)

сырғанау шекаралық шартын және∫
Ω

(uωωω + κ∇u∇ωωω)dx = e(t), t ∈ [0, T ], (2.5)

қосымша шартты қанағаттандыратын керi есептi қарастырайық, мұндағы
u(x, t) = (u1, u2, ..., ud)− сұйықтықтың жылдамдығы мен p(x, t)− сұйы-
қтықтың қысымы болып табылады, ал ν және κ оң коэффициенттерi, сәй-
кесiнше, сұйықтықтың кинематикалық тұтқырлығы және релаксациясын,
F(x, t) := f(t)g(x, t) вектор функциясындағы f(t) сыртқы күштердiң ин-
тенсивтiлiгiн сипаттайды. Сондай-ақ, u0(x), ωωω(x), g(x, t), e(t), K(t) белгiлi
функциялар.
Анықтама 2.1. (2.1)-(2.5) керi есебiнiң әлсiз шешiмi деп
1 u ∈ L∞(0, T ;V) ∩ L2(0, T ;V), ut ∈ L2(0, T ;V), f(t) ∈ L2[0, T ];
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2 Ω−да барлық дерлiк жерде u(0) = u0 бастапқы шартты;
3 Кез келген φφφ ∈ V және барлық t ∈ (0, T ) үшiн келесi интегралдық

теңдiктi
d

dt

(
(u(t),φφφ)2,Ω + κ (∇u(t),∇φφφ)2,Ω

)
+ ν (∇u(t),∇φφφ)2,Ω =

f(t) (g(t),φφφ)2,Ω − ((u(t) · ∇)u(t),φφφ)2,Ω−
t∫

0

K(t− s) (∇u(s),∇φφφ)2,Ω ds.

(2.6)

қанағаттандыратын (u(x, t), f(t)) функциялар жұбын атайды.
Анықтама 2.2. (2.1)-(2.5) керi есебiнiң әлдi шешiмi деп
1 u ∈ L∞(0, T ;V ∩ H2(Ω)) ∩ L2(0, T ;V ∩ H2(Ω)), ut ∈ L2(0, T ;V), f(t) ∈

L2[0, T ];
2 әрбiр теңдеудi сәйкес облыстарда барлық дерлiк жерде қанағаттандыра-

тын
(u(x, t), f(t)) функциялар жұбын атайды.
Ескерту 2.1. Әдеттегiдей, әлсiз шешiмiнiң анықтамасында p қысым ту-
ралы мағлұмат келтiрiлмеген. Оны [70] мақаладағыдай u және f функци-
ялары белгiлi болғаннан кейiн де Рам леммасын қолданып, (2.2) теңдеуден
жалғыз түрде қалпына келтiруге болады.

Керi есептi қайта тұжырымдау: эквиваленттi локалды емес тура
есеп Керi есептердiң берiлгендерi келесi шарттарды қанағаттандырсын

u0(x) ∈ V; (2.7)

∃k0 ∈ R : 0 < k0 <∞, |g0(t)| =
∣∣∣(g(t),ωωω)2,Ω∣∣∣ ⩾ k0 > 0, ∀t ⩾ 0; (2.8)

g(x, t) ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)); (2.9)
ωωω(x) ∈ V, e(t) ∈ W 1

2 ([0, T ]); (2.10)

(u0,ωωω)2,Ω + κ (∇u0,∇ωωω)2,Ω = e(0); (2.11)

K(t) ∈ L2([0, T ]) : ∥K(t)∥L2([0,T ]) ≡ K0 <∞. (2.12)
Ендi (2.1) теңдеудi ωωω(x) функциясына көбейтiп және Ω облыс бойынша инте-
гралдайық. Алынған өрнектi бөлiктеп интегралдап, сондай-ақ (3.4) қосымша
және (2.8) шартты қолданғанда, онда f(t) функциясы табылады

f(t) =
1

g0(t)

(
e′(t) + ν (∇u(t),∇ωωω)2,Ω−

((u(t) · ∇)ωωω,u(t))2,Ω +

t∫
0

K(t− s) (∇u(s),∇ωωω)2,Ω ds

 := F5(u, t).

(2.13)
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Демек, (2.13) өрнектi (2.1) теңдеуге қойғанда, онда белгiсiз u және p функ-
цияларын табуға арналған

ut − κ∆ut − ν∆u + (u · ∇)u −
t∫

0

K(t− s)∆u(s)ds−∇p =

F5(u, t)g(x, t), divdivdivu(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT ,

(2.14)

теңдеулер жүйесiн, (2.3) бастапқы шартты және (2.4) шекаралық шар-
тты қанағаттандыратын локалды емес тура есеп тұжырымдалады, мұндағы
F5(u, t) = f(t) функциясы (2.13) өрнекпен анықталады. Демек, (2.1)-(2.5)
керi есебiн, сәйкесiнше, (2.14), (2.3)-(2.4) локалды емес тура есептерiне алып
келдiк.

Керi есептер мен локалды емес тура есептердiң эквиваленттiлiгi жөнiнде
келесi лемма орынды.
Лемма 2.1. Айталық, (2.8)-(2.11) шарттар орындалсын. Демек, (2.1)-(2.5)
керi есебi (2.14), (2.3)-(2.4) локалды емес тура есебiне эквиваленттi, яғни
(u, p, f) функциялары (2.1)-(2.5) керi есебiнiң шешiмi болса, онда (u, p) жұбы
(2.14), (2.3)-(2.4) локалды емес тура есебiнiң шешiмi болып табылады және
керiсiнше, (u, p) функциялары (2.14), (2.3)-(2.4) локалды емес тура есебiнiң
шешiмi болса, онда (2.13) өрнекпен анықталған f(t) функциясымен бiрге
(2.1)-(2.5) керi есебiнiң шешiмi болып табылады.
Ескерту 2.2. (2.14), (2.3)-(2.4) локалды емес тура есебiнiң әлсiз және әлдi
шешiмiнiң анықтамасы 2.1 және 2.2-анықтамаға ұқсас түрде берiледi.
Дәлелдеуi 17. Шын мәнiнде, лемманың дәлелдеуiнiң бiрiншi бөлiгi (2.1)-
(2.2) теңдеулер жүйесiнен (2.14) теңдеудi алуда дәлелдендi.

Ендi екiншi бөлiгiн дәлелдейiк. Айталық, (u, p) функциялар жұбы (2.14),
(2.3)-(2.4) локалды емес тура есебiнiң шешiмi болсын. Екiншi жағынан,
(u, p) функциялар жұбы (2.13) өрнегiмен анықталған f(t) функциясымен
бiрге (2.1)-(2.4) өрнектердi қанағаттандырады. Олай болса, (u, p, f) функ-
циялары (2.1)-(2.5) керi есебiнiң шешiмi екенiн дәлелдеу үшiн (2.5) қосымша
шарттың орынды екенiн көрсету жеткiлiктi.

Онда керi жорып, яғни (2.5) қосымша шарт орындалмасын деп ұйғарай-
ық. Сондай-ақ,

(u(t),ωωω)2,Ω + κ (∇u(t),∇ωωω)2,Ω = e1(t), t ∈ [0, T ] (2.15)

болсын, мұндағы t ⩾ 0 үшiн e1(t) ̸= e(t). Шешiмнiң анықтамасы мен (2.10),
(2.15) шарттардан e1(t) ∈ W 1

2 ([0, T ]) орындалады, сонымен қатар (2.11)
үйлесiмдiлiк шарттарынан төмендегi нәтиже қорытылады

e1(0) = (u(0),ωωω)2,Ω + κ (∇u(0),∇ωωω)2,Ω = e(0).
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Ендi (1.14) өрнекке ω функциясын көбейтiп және бөлiктеп интегралдау
өрнегiн қолданып, сонымен бiрге (2.15) шартты ескерсек, онда

e′1(t) + ν (∇u(t),∇ωωω)2,Ω +

t∫
0

K(t− s) (∇u(s),∇ωωω)2,Ω ds =
1

g0(t)
·

e′(t) + ν (∇u(t),∇ωωω)2,Ω +

t∫
0

K(t− s) (∇u(s),∇ωωω)2,Ω ds

 (g,ωωω)2,Ω

(2.16)

теңдiгi шығады, сондай-ақ (2.8) шарттан E(t) = e1(t) − e(t) функциясы
үшiн келесi Коши есебi алынады{

E ′(t) = 0,

E(0) = e1(0)− e(0) = 0,
(2.17)

және одан t ⩾ 0 үшiн e1(t) ≡ e(t) тұжырымдалады.
Алдағы уақытта 2.1-лемма бойынша (2.1)-(2.5) керi есебiнiң орнына (2.14),
(2.3)-(2.4) локалды емес тура есебiнiң шешiмдiлiгi зерттелiнедi.
Теорема 2.1. Айталық, (2.7)-(2.12) шарттар орындалсын. Ақырлы T3 ∈
(0, T ] уақыты табылып, QT3

цилиндрiнде (2.14), (2.3)-(2.4) тура есебiнiң
кемiнде бiр әлсiз шешiмi бар болады, мұндағы T3 мәнi төменде (2.31) өрнек-
тен табылады. Сонымен қатар, әлсiз шешiм келесi априорлық бағалауды
қанағаттандырады

∥u∥2L∞(0,T3;L2(Ω)∩V) + ∥u∥2L2(0,T3;V) + ∥ut∥2L2(0,T3;L2(Ω)∩V) ⩽ C, (2.18)

мұндағы C есептiң берiлгендерiнен тәуелдi тұрақты.
Дәлелдеуi 18. Теореманы дәлелдеу үшiн Фаэдо-Галеркин әдiсi қолданыла-
ды: ең алдымен жуық шешiмдер құрылып, оған априрлық бағалаулар алы-
нады және шекке көшу дәлелденедi.

Галеркиндiк жуықтау. Айталық, {φφφk}k∈N функциялары H кеңiстi-
гiнiң элементтерiнен құралған, L2(Ω) кеңiстiгiнде ортогональ және сызы-
қтық комбинациялары V кеңiстiгiнде барлық жерде тығыз жүйе болсын.
Өлшемi n−ге (n ∈ N) тең және φφφk, k = 1, . . . , n жүйесiн қамтитын Xn

кеңiстiгiн қарастырайық. Кез келген n ∈ N үшiн (2.1)-(2.4), (2.13) есептiң
жуық шешiмi келесi түрде iзделiнедi

un(x, t) =
n∑

j=1

cnj (t)φφφj(x), φφφj ∈ Xn, (2.19)

мұндағы cnj (t), j = 1, ..., n коэффициенттерi белгiсiз және төмендегi жәй
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дифференциалдық теңдеулер (ЖДТ) жүйесiнiң шешiмi болып табылады

d

dt

(
(un(t),φφφk)2,Ω + κ (∇un(t),∇φφφk)2,Ω

)
+ ν (∇un(t),∇φφφk)2,Ω−

((un(t) · ∇)φφφk,u
n(t))2,Ω = −

t∫
0

K(t− s) (∇un(s),∇φφφk)2,Ω ds+

F5(u
n, t) (g(x, t),φφφk)2,Ω ,

(2.20)

мұндағы k = 1, 2, . . . , n және

F5(u
n, t) =

1

g0(t)

(
e′(t) + ν (∇un(t),∇ωωω)2,Ω−

((un(t) · ∇)ωωω,un(t))2,Ω +

t∫
0

K(t− s) (∇un(s),∇ωωω)2,Ω ds

 .

(2.21)

Ендi (1.21) ЖДТ жүйесiн келесi бастапқы шарттармен толықтырайық

un(0) = un
0 , x ∈ Ω, (2.22)

мұндағы

un
0 =

n∑
j=1

(
u0,φφφj

)
2,Ω
φφφj

функциясы L2(Ω)∩V кеңiстiгiндегi функционалдық тiзбек болып табылады
және

un
0(x) → u0(x) әлдi жинақты L2(Ω) ∩V-де n→ ∞. (2.23)

Жай дифференциалдық теңдеулер теориясы бойынша (2.20)-(2.22) Коши
есебiнiң [0, t0] аралығында cnj (t) шешiмi локалды бар болады. Төменде, апри-
орлық бағалаулар арқылы Коши есебiнiң шешiмiн [0, T0] ⊂ [0, T ] кеңейтуге
болатынын көруге болады, мұндағы [0, T0]− априорлық бағалаулар орынды
болатын максималды аралық.
Сөйлем 2.1. Айталық, (2.7)-(2.12) шарттар орындалсын. Олай болса,
ақырлы T3 ∈ [0, T ] уақыты табылып, барлық t ∈ (0, T3) үшiн келесi априор-
лық бағалауы орынды

∥un∥2L∞(0,T3;V) + ∥un∥2L2(0,T3;V) ⩽M0 <∞, (2.24)

мұндағы M0 есептiң берiлгендерiнен тәуелдi оң тұрақты.
Дәлелдеуi 19. (2.20) өрнектi cnk(t) функциясына көбейтiп, k бойынша
1−ден n−ге шейiн қосындылап және Ω облыста интегралдағанда

1

2

d

dt

(
∥un∥22,Ω + κ ∥un∥2V

)
+ ν ∥un∥2V = J1 + J2 (2.25)
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теңдiгi алынады, мұндағы

J1 := −
t∫

0

K(t− s) (∇un(s),∇un(t))2,Ω dsжәне J2 := F5(u
n, t) (g(t),un(t))2,Ω .

Гельдер және Юнг теңсiздiктерiн қолдану арқылы (2.25) өрнектiн оң
жағындағы қосылғыштарды бағалайық

|F5(u
n, t)| ⩽ 1

k0
[|e′(t)|+ ν ∥un(t)∥V ∥ωωω∥V +

C2(Ω) ∥un(t)∥2V ∥ωωω∥V + ∥ωωω∥VK0

 t∫
0

∥un(s)∥2V ds


1
2

 . (2.26)

|J1| ⩽ ∥un(t)∥VK0

 t∫
0

∥un(s)∥2V ds


1
2

⩽

ν

2
∥un(t)∥2V +

K2
0

2ν

t∫
0

∥un(s)∥2V ds,

(2.27)

|J2| ⩽ ∥g(t)∥2,Ω ∥u
n(t)∥2,Ω |F5(u

n, t)| ⩽
C3(Ω)

k0
∥g(t)∥2,Ω ∥ωωω∥V ∥un(t)∥3V +

3

2

[
|e′(t)|2 + ∥ωωω∥2V

(
ν2 ∥un(t)∥2V +

K2
0

t∫
0

∥un(s)∥2V ds

+
1

2k20
∥g(t)∥22,Ω ∥u

n(t)∥22,Ω .

(2.28)

Алынған (2.27), (2.28) нәтижелердi (2.25) өрнектiң оң жағына қойғанда,
төмендегi теңсiздiк шығады

d

dt

(
1 + ∥un(t)∥22,Ω + κ ∥un(t)∥2V

)
+ ν ∥un(t)∥2V ⩽

C1

(
1 + ∥un(t)∥22,Ω + κ ∥un(t)∥2V

)
+

C2

t∫
0

(
1 + ∥un(t)∥22,Ω + κ ∥un(t)∥2V

)
ds+

C3

(
1 + ∥un(t)∥22,Ω + κ ∥un(t)∥2V

) 3
2

+ 3 |e′(t)|2 .

(2.29)

мұндағы

C1 :=
1

k20
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω +
3ν2

κ
∥ωωω∥2V ; C2 :=

K2
0

κ

(
1

ν
+ 3 ∥ω∥2V

)
;
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C3 :=
2C3(Ω)

k0κ
3
2

sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥2,Ω ∥ωωω∥V .

Ендi
y(t) := 1 + ∥un(t)∥22,Ω + κ ∥un(t)∥2V

белгiлеуiн енгiзейiк. (2.29) өрнектi s бойынша 0−ден t−ға шейiн интеграл-
дағанда

y(t) ⩽ C5 + C4

t∫
0

y
3
2 (s)ds, (2.30)

сызықты емес интегралдық теңсiздiк шығады және 1-Лемманы ескерiп

y(t) ⩽
C1(

1− 1
2C4C

1
2
5 t
)2 ≡ K3 <∞, 0 ⩽ t ⩽ T3 < T⋆ :=

2

C4C
1
2
5

үшiн (2.31)

бағалауы орынды екенiн аңғаруға болады. Соңғы өрнек көмегiмен келесi апри-
орлық бағалауы алынады

sup
t∈(0,T3]

(
∥un(t)∥22,Ω + κ ∥un(t)∥2V

)
⩽ K3, (2.32)

мұндағы

C4 := max {C3;C1 + C2T} ;C5 := 3∥e′(t)∥2L2[0,T ] + 1 + ∥u0∥22,Ω + κ ∥u0∥2V .
(2.32) бағалауды (2.29) өрнектiң оң жағына қолданып және t ∈ [0, T3] бой-
ынша екi жағынан супремум алғанда

sup
t∈(0,T3]

(
∥un∥22,Ω + κ ∥un∥2V

)
+ ν ∥un∥2L2(0,T3;V) ⩽M0 <∞ (2.33)

бiрiншi априорлық бағалауы алынады, мұндағы M0 =M0(ν,κ, T3, K3).
Сөйлем 2.2. 2.1-Сөйлемнiң барлық шарттары орындалсын. Онда t ∈ (0, T2]
үшiн келесi априорлық бағалауы орынды

sup
t∈[0,T3]

∥un(t)∥2V + ∥un
t ∥

2
L2(QT3)

+ ∥un
t ∥

2
L2(0,T3;V) ⩽M1 <∞, (2.34)

мұндағы T3 мәнi (2.31) өрнектен белгiлi, ал M1 есептiң берiлгендерiнен тәу-
елдi оң тұрақты.
Дәлелдеуi 20. (2.20) өрнектiң екi жағын d cnk (t)

d t функциясына көбейтiп,
k бойынша 1−ден n−ға шейiн қосындылап және Ω облыста интегралдап,
бөлiктеп интегралдау формуласын қолданғанда
ν

2

d

dt
∥un(t)∥2V + ∥un

t (t)∥
2
2,Ω + κ ∥un

t (t)∥
2
V = F5(u

n, t) (g(t),un
t (t))2,Ω

−
t∫

0

K(t− s) (∇un(s),∇un
t (t))2,Ω ds+ ((un(t) · ∇)un

t (t),u
n(t))2,Ω .

(2.35)
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теңдiгi алынады. Ендi (2.27) және (2.28) өрнектерi үшiн алынған бағалау-
ларға ұқсас Гельдер мен Юнг теңсiздiктерiн (2.24) бiрiншi априорлық баға-
лаумен бiрге қолдану арқылы (2.35) өрнектiң оң жағын бағалайық∣∣∣∣∣∣−

t∫
0

K(t− s) (∇un(s),∇un
t (t))2,Ω ds

∣∣∣∣∣∣ ⩽ κ
4
∥un

t (t)∥2V+

K2
0

κ

t∫
0

∥un(s)∥2Vds ⩽
κ
4
∥un

t (t)∥2V +
K2

0

κ
sup

t∈(0,T3]

∥un(t)∥2VT3 ⩽

κ
4
∥un

t (t)∥2V +
K2

0

κ2
M0T3

(2.36)

∣∣∣F5(u
n, t) (g(t),un

t (t))2,Ω

∣∣∣ ⩽ 1

2
∥un

t (t)∥
2
2,Ω +

2

k20
∥g(t)∥22,Ω

[
|e′(t)|2+

∥ωωω∥2V

ν2 ∥un(t)∥2V + C4(Ω) ∥un(t)∥4V +K2
0

t∫
0

∥un(s)∥2Vds

 ⩽

1

2
∥un

t (t)∥
2
2,Ω +

2

k20
∥g(t)∥22,Ω

[
|e′(t)|2+

∥ωωω∥2V
(
ν2M0 + C4(Ω)M 2

0 +K2
0M0T3

)]
.

(2.37)

∣∣∣((un(t) · ∇)un
t (t),u

n(t))2,Ω

∣∣∣ ⩽ ∥un
t (t)∥V ∥un(t)∥24,Ω ⩽

C(Ω) ∥un
t (t)∥V ∥un(t)∥2V ⩽ C(Ω)M0 ∥un

t (t)∥V ⩽
κ
4
∥un

t (t)∥
2
V +

1

κ
C2(Ω)M 2

0 .

(2.38)

Алынған (2.36)-(2.38) бағалауларды (2.35) өрнекке қойғанда

ν
d

dt
∥un(t)∥2V + ∥un

t (t)∥
2
2,Ω + κ ∥un

t (t)∥
2
V ⩽ K4(t), (2.39)

бағалауы алынады, мұндағы

K4(t) =
4

k20
∥g(t)∥22,Ω

[
|e′(t)|2 +K5

]
+K6;

K5 = ∥ωωω∥2V
(
ν2M0 + C4(Ω)M 2

0 +K2
0M0T3

)
;

K6 =
2K2

0

κ2
M0T2 +

2C2(Ω)M 3
0

κ
.

Ендi (2.39) өрнектен s бойынша 0−ден t ∈ [0, T3]−ға шейiн интегралдап,
сондай-ақ екi жағынан супремум алғанда

ν sup
t∈[0,T3]

∥un(t)∥2V +

T3∫
0

(
∥un

t (s)∥
2
2,Ω + κ ∥un

t (s)∥
2
V

)
ds ⩽M1, (2.40)
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екiншi априорлық бағалау шығады, мұндағы

M1 = K6T3 +
4

k20
sup

t∈[0,T3]

∥g(t)∥22,Ω
[
∥e′(t)∥2L2[0,T3]

+K5T3

]
<∞.

Ескерту 2.3. (2.18) априорлық бағалауы негiзiнде (2.19) жуық шешiмi
(2.1)-(2.5) керi есебiнiң 2.1-анықтама мағынасындағы әлсiз шешiмiне ұм-
тылатынын көрсету 2-бөлiмдегi секiлдi аналогты түрде дәлелденедi.

(2.1)-(2.5) керi есебiнiң әлдi шешiмiнiң бар болуы. (2.14), (2.3)-(2.4)
тура есебiнiң әлдi шешiмiнiң бар болуы туралы 1.2-теоремаға аналогты түрде
келесi теорема орынды.
Теорема 2.2. Айталық, 2.1-теореманың шарттары орындалсын және

u0(x) ∈ V ∩H2(Ω) (2.41)

болсын. Онда QT3
цилиндрiнде (2.14), (2.3)-(2.4) тура есебiнiң кемiнде бiр

әлдi шешiмi бар болады және ол келесi априорлық бағалауды қанағаттанды-
рады

∥u∥2L∞(0,T3;V∩H2(Ω)) + ∥ut∥2L2(0,T3;V∩H2(Ω)) ⩽M3 <∞ (2.42)

мұндағы M3 есептiң берiлгендерiнен тәуелдi оң тұрақты.
Дәлелдеуi 21. Жоғарыдағы тұжырымның дәлелдеуi 1.14-теореманың
дәлелдеуiне аналогты түрде дәлелденедi. Жалпылама әлдi шешiмнiң бар бо-
луын дәлелдеу үшiн арнайы базис, нақтырақ айтқанда, (2.14), (2.3)-(2.4)
локалды емес тура есеп үшiн

∆̃φk := −P∆φk = λk φk, φk(x) ∈ V ∩H2(Ω) (2.43)

түрiнде Стокс операторы үшiн қойылған спектралды есептiң меншiктi
функциялары қолданылады, мұндағы P : L2(Ω) → H(Ω) Лере проекция-
сы. Сондай-ақ, {φk}∞k=1 жүйесi H кеңiстiгiнде ортогональ және V∩H2(Ω)
кеңiстiгiнде ортонормаланған жүйенi құрайды [71], [72].

Олай болса, әлсiз шешiм үшiн алынған барлық априорлық бағалаулар әлдi
шешiмге де орынды. 2.2-теореманы толық дәлелдеу үшiн ∆un мен ∆un

t−ға
априорлық бағалаулар алсақ жеткiлiктi.

Сөйтiп, (2.20) өрнектi λk
d cnk (t)
d t −ға көбейтiп, k бойынша 1−ден n−ге

шейiн қосындыласақ, онда келесi өрнек шығады
ν

2

d

dt

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+ κ
∥∥∥∆̃un

t (t)
∥∥∥2
2,Ω

+ ∥un
t (t)∥

2
V =

−
(
(un(t) · ∇)un(t), ∆̃un

t (t)
)
−

t∫
0

K(t− s)
(
∆̃un(s), ∆̃un

t (t)
)
2,Ω
ds+

F5(u
n, t)

(
g,−∆̃un

t (t)
)
2,Ω

≡ J5,

(2.44)
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мұндағы F (un, t) функциясы (2.21) өрнегiмен анықталады және төмендегi
бағалауды қанағаттандырады

|F5|2 ⩽
5

k20

[
|e′(t)|2 + ∥ω∥2V

(
ν2 ∥un(t)∥2V +

C4(Ω) ∥un(t)∥4V +K2
0

t∫
0

∥un(s)∥2V ds

 . (2.45)

Гельдер мен Юнг теңсiздiктерiн және (2.45) бағалауды бiрге қолданып,
J5−тi бағалайық

|J5| ⩽
κ
2

∥∥∥∆̃un
t (t)
∥∥∥2
2,Ω

+
3

2κ

[
C ∥un(t)∥2V

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+

K2
0

t∫
0

∥∥∥∆̃un(s)
∥∥∥2
2,Ω
ds+ |F5|2 ∥g(t)∥22,Ω

 . (2.46)

(2.46) бағалауды (2.44) теңдiкке ескергенде, келесi теңсiздiк қорытылады

ν
d

dt

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+ κ
∥∥∥∆̃un

t (t)
∥∥∥2
2,Ω

+ ∥un
t (t)∥

2
V ⩽

3

κ

[
C ∥un(t)∥2V∥∥∥∆̃un(t)

∥∥∥2
2,Ω

+K2
0

t∫
0

∥∥∥∆̃un(s)
∥∥∥2
2,Ω
ds+ |F5|2 ∥g(t)∥22,Ω

 . (2.47)

Ендi (2.47) өрнектi s бойынша 0−ден t−ға шейiн интегралдап және әлсiз
шешiм үшiн алынған априорлық бағалауларды қолдансақ, төмендегi инте-
гралдық теңсiздiк алынады

ν
∥∥∥∆̃un(t)

∥∥∥2
2,Ω

+ κ
t∫

0

∥∥∥∆̃un
t (s)

∥∥∥2
2,Ω
ds ⩽ C8 + C9

t∫
0

ν
∥∥∥∆̃un(s)

∥∥∥2
2,Ω
ds, (2.48)

мұндағы

C8 := ν
∥∥∥∆̃u0

∥∥∥2
2,Ω

+
3

κ
∥g∥2L∞(0,T ;L2(Ω))

T3∫
0

|F5(s)|2 ds <∞,

C9 :=
3

νκ

(
C(Ω) sup

t∈[0,T3]

∥un(t)∥2V +K2
0T

)
<∞.

Мұнан кейiн, (2.48) өрнекке Гронуолл леммасын қолданғанда,∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

⩽
1

ν
C8e

C9T3, ∀t ∈ (0, T3) (2.49)
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бағалауы қорытылады. Егер (2.48) өрнектiң екi жағынан t ∈ [0, T1] бойынша
супремум алып және (2.49) бағалауды қолдансақ, онда төмендегi бағалау
тұжырымдалады

sup
t∈[0,T3]

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+
∥∥∥∆̃un

t

∥∥∥2
L2(QT3

)
⩽ C := C(ν,κ, C8, C9, T3) <∞. (2.50)

Теорема 2.3. Айталық, 2.1-теореманың шарттары орындалсын. (2.14),
(2.3)-(2.4) локалды емес тура есебiнiң бiрдей белгiлiлерi үшiн u1 мен u2

әлсiз және әлдi шешiмдерi болсын. Онда барлық (x, t) ∈ QT ∗ үшiн (2.14),
(2.3)-(2.4) локалды емес тура есебiнiң әлсiз және әлдi шешiмдерi жалғыз,
яғни u1 ≡ u2, мұндағы T ∗− әлсiз және әлдi шешiмдердiң бар болуының мак-
сималды уақыты.

Қорыта келе, әлсiз шешiмнiң бар болуы туралы 2.1-теореманы, әлдi ше-
шiмнiң бар болуы туралы 2.2-теореманы және шешiмнiң жалғыздығы тура-
лы 2.3-теореманы ескере отырып (2.14), (2.3)-(2.4) локалды емес тура есебiнiң
(2.1)-(2.5) керi есебiне экиваленттiлiгi туралы 2.1-леммаға сүйенiп бастапқы
қойылған керi есеп үшiн келесi нәтижелер тұжырымдалады.
Теорема 2.4. Айталық, (2.7)-(2.12) шарттар орындалсын. Ақырлы T3 ∈
(0, T ] уақыты табылып, QT3

цилиндрiнде (2.1)-(2.5) керi есебiнiң кемiнде бiр
әлсiз шешiмi бар болады және ол келесi априорлық бағалауды қанағаттан-
дырады

∥u∥2L∞(0,T3;L2(Ω)∩V) + ∥u∥2L2(0,T3;V) + ∥ut∥2L2(0,T3;L2(Ω)∩V) + ∥f∥2L2[0,T3]
⩽ C,(2.51)

мұндағы T3 мәнi (2.31) өрнектен анықталады және C есептiң берiлгендерi-
нен тәуелдi тұрақты.
Теорема 2.5. Айталық, 2.4-теореманың шарттары және (2.41) шарт
орындалсын. Онда QT3

цилиндрiнде (2.1)-(2.5) керi есебiнiң кемiнде бiр әлдi
шешiмi бар болады және ол келесi априорлық бағалауды қанағаттандырады

∥u∥2L∞(0,T3;V∩H2(Ω)) + ∥ut∥2L2(0,T3;V∩H2(Ω)) + ∥f∥2L2[0,T3]
⩽ C <∞ (2.52)

мұндағы C есептiң берiлгендерiнен тәуелдi оң тұрақты.
Теорема 2.6. Айталық, 2.4-теореманың шарттары орындалсын. (2.1)-
(2.5) керi есебiнiң бiрдей белгiлiлерi үшiн u1 мен u2 әлсiз және әлдi ше-
шiмдерi болсын. Онда барлық (x, t) ∈ QT ∗ үшiн (2.1)-(2.5) керi есебiнiң әлсiз
және әлдi шешiмдерi жалғыз, яғни u1 ≡ u2, мұндағы T ∗− әлсiз және әлдi
шешiмдердiң бар болуының максималды уақыты.
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2.1. Сызықты интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт
жүйесi үшiн керi есептiң глобалды әлсiз және әлдi ше-
шiмдерiнiң бар болуы мен жалғыздығы

Бұл тармақта (2.1)-(2.5) керi есебiнiң дербес жағдайы, нақтырақ айтқан-
да, теңдеулер жүйесiнде конвективтi мүшесi болмағанда глобалды әлсiз және
әлдi шешiмдерiнiң бар болуы мен жалғыздығы дәлелденедi. Сондай-ақ, (2.18)
өрнектегi априорлық бағалаудың уақыт бойынша глобалды екенiн дәлелде-
удiң негiзгi қиындығы F (u, t) функциясының (2.13) өрнектер бойынша аны-
қтамасында (u · ∇)u сызықты емес конвективтi мүшенiң отыруы. Жоғарыда
қарастырылған отырған керi есептiң сызықты жағдайда глобалды әлсiз және
әлдi шешiмдерiнiң бар болуы мен жалғыздығы [73,74] жұмыстарда зерттелiн-
дi. Алайда, қарастырылып отырған керi есептердiң глобалды әлсiз және әлдi
шешiмдерiнiң бар болуы мен жалғыздығы есептiң берiлгендерiне шектеу қою
арқылы тұжырымдалады. Демек, сызықты Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн керi
есептi қарастырайық

ut − κ∆ut − ν∆u −
t∫

0

K(t− s)∆u(x, s)ds−∇p = f(t)g(x, t) (2.53)

divu(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT (2.54)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω (2.55)

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΓT (2.56)∫
Ω

(uω + κ∇u∇ω)dx = e(t), t ∈ [0, T ], (2.57)

Айталық, (2.8)-(2.11) шарттар орынды болсын. Сөйтiп, қарастырылып оты-
рған (2.53)-(2.57) керi есебiне эквиваленттi u функциясын табуға арналған
тура есеп келесi түрде болады, яғни (2.55) бастапқы және (2.56) шекаралық
шарттарды, сондай-ақ

ut − κ∆ut − ν∆u−
t∫
0

K(t− s)∆u(s)ds+∇p =

F6(u, t)g(x, t), div u(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT ,

(2.58)

теңдеудi қанағаттандырады, мұндағы F6(u, t) функционалы

F6(u, t) :=
1

g0(t)
(e′(t)+

ν (∇u(t),∇ω)2,Ω −
t∫

0

K(t− s) (∇u(s),∇ω)2,Ω ds

 (2.59)

өрнекпен анықталады.
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Лемма 2.2. Айталық, (2.8)-(2.11) шарттар орындалсын. Онда (2.53)-
(2.57) керi есебi (2.58), (2.55), (2.56) тура есебiне эквиваленттi.
Дәлелдеуi 22. Бұл лемма аналогты түрде 2.1-лемма секiлдi дәлелденедi.
Теорема 2.7. Айталық, (2.7)-(2.12) шарттар орындалсын. Онда QT ци-
линдрiнде (2.58), (2.55), (2.56) тура есебiнiң u(x, t) әлсiз шешiмi бар болады
әрi жалғыз, сонымен бiрге 2.2 бойынша экиваленттi (2.53)-(2.57) керi есебi
әлсiз шешiмi бар болады әрi жалғыз және ол барлық t ∈ (0, T ] үшiн (2.51)
бағалауды қанағаттандырады.
Дәлелдеуi 23. Соңғы тұжырым аналогты түрде (2.1)-(2.5) керi есебiнiң
шешiмдiлiгi секiлдi (2.53)-(2.57) керi есебi үшiн де дәлелденедi. Нақтырақ
айтқанда, (2.58), (2.55), (2.56) тура есебiнiң әлсiз шешiмi барлық t ∈
(0, T ] үшiн (2.18) бағалауды немесе (2.24), (2.34) априорлық бағалаулар-
ды қанағаттандыратын көрсету жеткiлiктi. Ал дәлелдеу алгоритмi 2.1-
теореманың дәлелдеуi секiлдi жүргiзiледi.
Демек, (2.25) және (2.35) өрнектерiне аналогты энергетикалық теңдiктер
келесi түрде болады

1

2

d

dt

(
∥un∥22,Ω + κ ∥un∥2V

)
+ ν ∥un∥2V =

−
t∫

0

K(t− s) (∇un(s),∇un(t))2,Ω ds+ F6(u
n, t) (g(t),un(t))2,Ω ≡ J3

(2.60)

ν

2

d

dt
∥un(t)∥2V + ∥un

t (t)∥
2
2,Ω + κ ∥un

t (t)∥
2
V = F6 (g(t),u

n
t (t))2,Ω

−
t∫

0

K(t− s) (∇un(s),∇un
t (t))2,Ω ds ≡ J4,

(2.61)

мұндағы F6(u
n, t) функционалы (2.59) өрнекпен анықталған және

|F6(u
n, t)| ⩽ 1

k0
[|e′(t)|+ ∥ω∥V (ν ∥un(t)∥V +

K0

 t∫
0

∥un(s)∥2V ds


1
2


 . (2.62)
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Ал (2.60) теңдiктiң оң жағын (2.62) өрнектi ескерiп бағаласақ, онда

|J3| ⩽ ∥un(t)∥VK0

 t∫
0

∥un(s)∥2V ds


1
2

+ ∥g(t)∥2,Ω ∥u
n(t)∥2,Ω |F6(t)| ⩽

ν

2
∥un(t)∥2V +

K2
0

2ν

t∫
0

∥un(s)∥2V ds+
3

2

[
|e′(t)|2 + ∥ωωω∥2V

(
ν2 ∥un(t)∥2V

+K2
0

t∫
0

∥un(s)∥2V ds

+
1

2k20
∥g(t)∥22,Ω ∥u

n(t)∥22,Ω ,

(2.63)

теңдiздiгi шығады. Мұнан соң, (2.63) теңсiздiгiн (2.60) теңдiктiң оң жағы-
на қойсақ, онда

y(t) := ∥un(t)∥22,Ω + κ ∥un(t)∥2V
функциясы үшiн

y′(t) + ν ∥un(t)∥2V ⩽ C1

t∫
0

y(s)ds+ C2y(t) + C3(t) (2.64)

теңсiздiгi қорытылады, мұндағы

C1 :=
K2

0

κ

(
1

ν
+ 3 ∥ωωω∥2V

)
;

C2 :=
1

κ

(
3ν2 ∥ωωω∥2V +

C2

k20
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω

)
; C3(t) := 3 |e′(t)|2

Осылайша (2.64) өрнектi s бойынша 0−ден t−ға шейiн интегралдасақ, онда

y(t) + ν ∥un(t)∥2V ⩽ C4

t∫
0

y(s)ds+ C5 (2.65)

интегралдық теңсiздiгi алынады, мұндағы

C4 := C1T + C2; C5 := 3

T∫
0

C3(s)ds+ ∥u0∥22,Ω + κ ∥u0∥2V .

Cөйтiп, (2.65) өрнекке сызықты Гронуолл теңсiздiгiн қолдансақ, онда

y(t) ⩽ C5e
C4T (2.66)

бағалауы шығады.
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Алынған (2.66) бағалауды (2.65) өрнектiң оң жағына қолданып, екi
жағынан t ∈ [0, T ] бойынша супремум алсақ, онда келесi априорлық баға-
лау алынады

sup
t∈[0,T ]

(
∥un(t)∥22,Ω + ∥un(t)∥2V

)
+ ∥un∥2L2(0,T ;V) ⩽M1 <∞, (2.67)

мұндағы M :=M(ν,κ, T, C4, C5).
Демек, (2.24) априрлық бағалау тұжырымдалды. Мұнан кейiн екiн-

шi априорлық бағалаудың орынды екенiн дәлелдеу үшiн ең алдымен, (2.61)
теңдiктiң оң жағын (2.62) өрнектi ескерiп бағаласақ, онда

|J4| ⩽ ∥un
t (t)∥VK0

 t∫
0

∥un(s)∥2V ds


1
2

+

∥g(t)∥2,Ω ∥u
n
t (t)∥2,Ω |F6(t)| ⩽

κ
4
∥un

t (t)∥
2
V +

K2
0

κ

t∫
0

∥un(s)∥2V ds+
3C2(Ω)

κk20
∥g(t)∥22,Ω

[
|e′(t)|2+

∥ωωω∥2V

ν2 ∥un(t)∥2V +K2
0

t∫
0

∥un(s)∥2V ds

+
κ
4
∥un

t (t)∥
2
V ,

(2.68)

Мұнан соң, (2.68) теңсiздiгiн (2.61) теңдiктiң оң жағына қойып, сонымен
қатар, s бойынша 0−ден t−ға шейiн интегралдап, t ∈ [0, T ] бойынша супре-
мум алып және (2.67) априорлық бағалауды ескерсек, онда

ν sup
t∈[0,T ]

∥un(t)∥2V +

T∫
0

(
∥un

s (s)∥
2
2,Ω + κ ∥un

s (s)∥
2
V

)
ds ⩽M2, (2.69)

екiншi априорлық бағалауы тұжырымдалады, мұндағы

M2 :=M1(
K2

0T

κ
+ ν2 ∥ωωω∥2V +K2

0) +
3C2(Ω)

κk20
∥e′(t)∥2L2[0,T ] .

Осылайша теореманың дәлелдеуi аяқталды.
Теорема 2.8. Айталық, 2.7-теореманың барлық шарттары орындалсын.
Сонымен қатар, (2.41) шарт орынды болсын. Онда (2.58), (2.55), (2.56)
тура есебiнiң жалғыз әлдi шешiмi табылады, сәйкесiнше, эквиваленттi
(2.53)-(2.57) керi есебiнiң де жалғыз әлдi шешiмi бар болады және ол барлық
t ∈ (0, T ] үшiн (2.52) бағалауды қанағаттандырады.
Дәлелдеуi 24. Соңғы тұжырымның дәлелдеуi 2.2-теореманың дәлелдеуiне
аналогты түрде жүргiзiледi.
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2.2. Сызықты емес интегро-дифференциалдық Кельвин-
Фойгт жүйесi үшiн керi есептiң глобалды әлсiз және әлдi
шешiмдерiнiң бар болуы мен жалғыздығы

Бұл тармақта (2.1)-(2.5) керi есебiнiң дербес жағдайы, нақтырақ айтқан-
да, теңдеулер жүйесiнiң оң жағы арнайы түрде, яғни g(x, t) := ω(x) болған-
да уақыт бойынша глобалды әлсiз және әлдi шешiмдерiнiң бар болуы зерт-
телiнедi. Демек, оң жағы g(x, t) := ω(x) функциясына тең сызықты емес
Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн керi есептi қарастырайық

ut − κ∆ut−ν∆u + (u · ∇)u −
t∫

0

K(t− s)∆u(x, s)ds−∇p =

f(t) (ωωω(x)− κ∆ωωω(x)) ,

(2.70)

divu(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT , (2.71)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (2.72)

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΓT , (2.73)∫
Ω

(uωωω + κ∇u∇ωωω)dx = e(t), t ∈ [0, T ]. (2.74)

Айталық, (2.9), (2.10) және

ωωω ̸= 0, ∀x ∈ Ω (немесе ∥ωωω|22,Ω + κ ∥ωωω∥2V). (2.75)

шарттар орынды болсын.
Демек, қарастырылып отырған (2.70)-(2.74) керi есебiне эквиваленттi u

функциясын табуға арналған тура есеп келесi түрде болады, яғни (2.72) ба-
стапқы және (2.73) шекаралық шарттарды, сондай-ақ

ut − κ∆ut − ν∆u+ (u · ∇)u−
t∫
0

K(t− s)∆u(s)ds+∇p =

F7(u, t) (ωωω(x)− κ∆ωωω(x)) , div u(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT ,

(2.76)

теңдеудi қанағаттандырады, мұндағы F7(u, t) функционалы

F7(u, t) :=
1

ωωω0

(
e′(t) + ν (∇u(t),∇ωωω)2,Ω−

((u(t) · ∇)ωωω,u(t))2,Ω −
t∫

0

K(t− s) (∇u(s),∇ωωω)2,Ω ds

 (2.77)

өрнегiмен анықталады және ωωω0 = ∥ωωω∥22,Ω + κ ∥ωωω∥2V > 0 тұрақты.
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Лемма 2.3. Айталық, (2.8)-(2.11) шарттар орындалсын. Онда (2.70)-
(2.74) керi есебi (2.76), (2.72), (2.73) тура есебiне эквиваленттi.
Дәлелдеуi 25. Бұл лемма аналогты түрде 2.1-лемма секiлдi дәлелденедi.
Ендi (2.76), (2.72), (2.73) тура есебiнiң әлсiз шешiмiнiң бар болуы туралы
келесi теорема орынды.
Теорема 2.9. Айталық, (2.7), (2.11)-(2.12) және (2.75) шарттар орындал-
сын. Онда (2.76), (2.72), (2.73) локалды емес тура есебiнiң QT цилиндрiнде
кемiнде бiр әлсiз шешiмi табылады, сәйкесiнше, эквиваленттi 2.70)-(2.74)
керi есебiнiң де кемiнде бiр әлсiз шешiмi табылады және барлық t ∈ (0, T ]
үшiн (2.51) бағалауды қанағаттандырады.
Дәлелдеуi 26. Жоғарыдағы тұжырым аналогты түрде (2.1)-(2.5) керi
есебiнiң шешiмдiлiгi секiлдi (2.70)-(2.74) керi есебi үшiн де дәлелденедi.
Нақтырақ айтқанда, (2.76), (2.72), (2.73) тура есебiнiң әлсiз шешiмi бар-
лық t ∈ (0, T ] үшiн (2.18) априорлық бағалауды қанағаттандыратын көр-
сету жеткiлiктi. Ал дәлелдеу алгоритмi 2.1-теореманың дәлелдеуi секiлдi
жүргiзiледi.
Демек, (2.25) және (2.35) өрнектерiне аналогты энергетикалық теңдiктер
келесi түрде болады

1

2

d

dt

(
∥un∥22,Ω + κ ∥un∥2V

)
+ ν ∥un∥2V =

−
t∫

0

K(t− s) (∇un(s),∇un(t))2,Ω ds+ F7(u
n, t)e(t) ≡ J5

(2.78)

ν

2

d

dt
∥un(t)∥2V + ∥un

t (t)∥
2
2,Ω + κ ∥un

t (t)∥
2
V = F7(u

n, t)e′(t)−
t∫

0

K(t− s) (∇un(s),∇un
t (t))2,Ω ds+ ((un(t) · ∇)un

t (t),u
n(t))2,Ω ≡ J6,

(2.79)

теңдiгi алынады, мұндағы F7(u
n, t) функционалы (2.77) өрнекпен аны-

қталған және

|F7(u
n, t)| ⩽ 1

k0
[|e′(t)|+ ∥ω∥V (ν ∥un∥V +

C2(Ω) ∥un(t)∥2V +K0

 t∫
0

∥un(s)∥2V ds


1
2


 . (2.80)

бағалауын қанағаттандырады.
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Ең алдымен (2.79) теңдiктiң оң жағындағы екiншi қосылғышты (2.80)
өрнектi пайдаланып бағаласақ, онда

|F7(u
n, t)e(t)| ⩽ |e(t)|

ω0

[
|e′(t)|+ ∥ω∥V

(
ν ∥un(t)∥V + C2 ∥un(t)∥2V +

K0

 t∫
0

∥un(s)∥2V ds


1
2


 ⩽

1

2ω0

(
|e(t)|2 + |e′(t)|2

)
+

1

2
∥un(t)∥2V +

ν2 |e(t)|2

2ω2
0

∥ω∥2V +
C2

ω0
|e(t)| |e′(t)| ∥ω∥V ∥un(t)∥2V +

K2
0

2ω2
0

|e(t)|2 ∥ω∥2V +
1

2

t∫
0

∥un(s)∥2V ds.

(2.81)

теңсiздiгi тұжырымдалады. Ал бiрiншi қосылғыш үшiн (2.27) бағалауды
қолданып және (2.81) теңсiздiкпен бiрге (2.78) оң жағына ескерсек, онда

y(t) := ∥un(t)∥22,Ω + κ ∥un(t)∥2V

функциясы үшiн келесi дифференциалдық теңсiздiк шығады

y′(t) + ν ∥un∥2V ⩽ C1

t∫
0

y(s)ds+ C2y(t) + C3(t) (2.82)

мұндағы

C1 :=
1

κ
; C2 :=

2C2

ω0κ
sup
t∈[0,T ]

|e(t)| sup
t∈[0,T ]

|e′(t)| ∥ω∥V + 1;

C3(t) :=
1

ω0

(
|e(t)|2 + |e′(t)|2

)
+
ν2 |e(t)|2

ω2
0

∥ω∥2V +
K2

0

ω2
0

|e(t)|2 ∥ω∥2V

Ендi (2.82) өрнектi s бойынша 0−ден t−ға шейiн интегралдап, (1.24) өр-
нектi ескерсек, онда

y(t) + ν ∥un∥2L2(0,T ;V) ⩽ C4

t∫
0

y(s)ds+ C5 (2.83)

интегралдық теңсiздiк қорытылады, мұндағы

C4 := C1T + C2;C5 := ∥u0∥22,Ω + κ ∥u0∥2V +

t∫
0

C3(s)ds.
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Cөйтiп, (2.83) өрнекке сызықты Гронуолл теңсiздiгiн қолдансақ, онда

y(t) ⩽ C5e
C4T (2.84)

бағалауы шығады.
Алынған (2.84) бағалауды (2.83) өрнектiң оң жағына қолданып, екi

жағынан t ∈ [0, T ] бойынша супремум алсақ, онда келесi априорлық баға-
лау алынады

sup
t∈[0,T ]

(
∥un(t)∥22,Ω + ∥un(t)∥2V

)
+ ∥un∥2L2(0,T ;V) ⩽M2 <∞, (2.85)

мұндағы M2 :=M2(ν,κ, T, C4, C5).
Ендi (2.79) теңдiктiң оң жағындағы бiрiншi қосылғышты (2.80) және

(2.85) өрнектердi бiрге пайдаланып бағаласақ, онда

|F7(u
n, t)e′(t)| ⩽ |e′(t)|

ω0
[|e′(t)|+ ∥ω∥V (ν ∥un(t)∥V +

C2 ∥un(t)∥2V +K0

 t∫
0

∥un(s)∥2V ds


1
2


 ⩽

1

ω0
|e′(t)|2 + 1

2
∥un(t)∥2V +

ν2 |e′(t)|2

2ω2
0

∥ω∥2V +

C2

2ω0
|e′(t)| ∥ω∥V ∥un(t)∥2V +

K2
0

2ω2
0

|e′(t)|2 ∥ω∥2V +

1

2

t∫
0

∥un(s)∥2V ds ⩽
1

ω0
|e′(t)|2 +M2 +

ν2 |e′(t)|2

2ω2
0

∥ω∥2V +

C2

2ω0
|e′(t)| ∥ω∥VM2 +

K2
0

2ω2
0

|e′(t)|2 ∥ω∥2V ,

(2.86)

теңсiздiктер қорытылады. Cондай-ақ, екiншi және үшiншi қосылғы-
штарға, сәйкесiнше, (2.36) және (2.38) өрнектердi негiзге ала отырып баға-
лап, (2.79) теңдiктiң оң жағына (2.86) өрнекпен бiрге қойғанда

ν
d

dt
∥un(t)∥2V + ∥un

t (t)∥
2
2,Ω + κ ∥un

t (t)∥
2
V ⩽ C6(t), (2.87)

C6(t) :=
2

ω0
|e′(t)|2 + 2M2 +

∥ω∥2V
ω0

(
ν2 |e′(t)|2 + C2 |e′(t)|M2 +K2

0 |e′(t)|
2
)

+
2K2

0

κ2
M2T +

2

κ
C2(Ω)M 2

2
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Cөйтiп, (2.87) өрнектi s бойынша 0−ден t−ға шейiн интегралдап және
t ∈ [0, T ] бойынша супремум алсақ, онда

ν sup
t∈[0,T ]

∥un(t)∥2V + ∥un
t ∥

2
L2(Ω) + κ ∥un

t ∥
2
L2(0,T ;V) ⩽ C7, (2.88)

екiншi априорлық бағалауы қорытылады, мұндағы

C7 :=

T∫
0

C(s)ds+ ∥u0∥2V .

Демек, 2.9- теорема дәлелдендi.
Теорема 2.10. Айталық, 2.9-теореманың барлық шарттары орындалсын.
Сонымен қатар, (2.41) шарт орынды болсын. Онда (2.76), (2.72), (2.73) ту-
ра есебiнiң әлдi шешiмi бар болады, сәйкесiнше, эквиваленттi 2.70)-(2.74)
керi есебiнiң әлдi шешiмi бар болады және ол барлық t ∈ (0, T ] үшiн (2.52)
бағалауды қанағаттандырады.
Дәлелдеуi 27. Соңғы тұжырымның дәлелдеуi 2.2-теореманың дәлелдеуiне
аналогты түрде жүргiзiледi.
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3 P-ЛАПЛАСИАНДЫ ПСЕВДОПАРАБОЛАЛЫҚ ТЕҢДЕУ
ҮШIН КЕРI ЕСЕП

Бұл бөлiмде p-Лапласианды псевдопараболалық теңдеу үшiн қойылған
керi есебiнiң уақыт бойынша локалды және глобалды әлсiз шешiмiнiң бар
болуы және жалғыздығы зерттелiнедi.

3.1. Есептiң қойылымы
Айталық, Ω ⊂ Rd шенелген облыс және ∂Ω оның жатық шекарасы бол-

сын. Ал QT = {(x, t) : x ∈ Ω, 0 < t ⩽ T} цилиндрi ΓT = {(x, t) : x ∈
∂Ω, 0 ⩽ t ⩽ T} бүйiр бетiмен анықталсын.

Бұл бөлiмде u(x, t) және f(t) функцияларын табуға арналған

ut −∆ut − div
(
|∇u|p−2∇u

)
= γ |u|σ−2 u+ f(t)g(x, t), (x, t) ∈ QT (3.1)

р-Лапласианды және оң жағы сызықты емес мүшеден тәуелдi псевдопарабо-
лалық теңдеудi,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω (3.2)

бастапқы шартты,
u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΓT (3.3)

Дирихле шартын және∫
Ω

(uω +∇u∇ω) dx = e(t), 0 ⩽ t ⩽ T (3.4)

қосымша интегралдық шартты қанағаттандыратын керi есептi қарастырай-
ық. Мұндағы γ коэффициентi оң (γ > 0) немесе терiс (γ < 0) бола алатын
тұрақты. Сондай-ақ, g(x, t), u0(x), ω(x) және e(t) белгiлi функциялар, ал p
және σ коэффициенттерi оң тұрақтылар және келесi шартты қанағаттанды-
рады

1 < p, σ <∞. (3.5)

Аталмыш (3.1) типтi теңдеулер псевдопараболалық немесе Соболев тип-
тi теңдеулер деп аталады және математика мен физиканың көптеген сала-
ларында кездеседi [75], [76]. Мысалы, олар термодинамикалық процестердi
[77], жарылған тау жыныстарындағы сұйықтық ағынын [78], кеуектi орта-
дағы фильтрацияны [79], стационарлы емес екiншi реттi сұйықтық ағынын
[80], ньютондық емес сұйықтықтардың қозғалысын [76], [3], атап айтқанда,
Кельвин-Фойгт сұйықтарын және жоғарыда келтiрiлген көптеген анықтама-
ларды [40, 41] модельдеуде пайдаланылды. Керi есептерде белгiсiз коэффи-
циенттiң болуына байланысты бастапқы және шекаралық шарттармен бiрге
қосымша шарт та берiлдi [75], [81], [82], [5]. Бұл жұмыста қосымша шарт
ретiнде (3.4) интегралдық қайта анықтау шарты ұсынылған, оны физикалық
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түрде бүкiл Ω ауданындағы берiлген ағынның орташа жылдамдығы ретiнде
түсiнуге болады.

Егер p = 2 және σ = 2 болса, онда (3.1) теңдеу классикалық псевдопарабо-
лалық теңдеудi бередi. Бiздiң бiлуiмiзше, псевдопараболалық теңдеулер үшiн
керi есептер көп зерттелмеген, классикалық псевдопараболалық теңдеулер
үшiн [83], [75], [53], [84], [85], [86], [87,88] және p-Лапласианды псевдопарабо-
лалық теңдеулер мен оған қатысты теңдеулер үшiн [89], [51], [55], [65,66], [90]
керi есептердi осы мақалалардан және ондағы сiлтемелерден көруге болады.

Аталмыш (3.1)-(3.4) керi есебi бұл жұмыстан тәуелсiз параллель түрде оң
жағы F (x, t) = f(t) · (ω(x)−∆ω(x)) арнайы түрдегi Антонцев және онымен
соавторлардың [89] жұмысында қарастырылды, мұндағы ω(x)−∆ω(x) функ-
циясы (3.4) қайта анықтау шартында сынақ функциясы ретiнде пайдаланы-
лады. Бұл математикалық және физикалық тұрғыдан есептiң тұжырымда-
луын шектеуi мүмкiн. [89] жұмыста уақыт бойынша локалды әлсiз шешiмнiң
бар болуы p, σ көрсеткiштерi мен d өлшемiнiң келесi

σ > p, 2 < p < 4, 2 < σ <
2d

d− 2
және d ⩾ 3

мәндерiнде дәлелдендi.
Сөйтiп, ұсынылған жұмыста (3.1)-(3.4) керi есебiнiң оң жағы F (x, t) =

f(t)g(x, t) түрiнде g(x, t) еркiн функциясы болғанда p, σ көрсеткiштерi және
d өлшемiнiң барлық мүмкiн жағдайларында бiрмәндi шешiмдiлiгi зерттелiндi.
Сондай-ақ әлсiз шешiмнiң жалғыздығын γ > 0 және γ < 0 болған жағдайда
да дәлелдедiк.

3.1.-бөлiмде (3.1)-(3.4) керi есебiнiң (3.11)-(3.14) локалды емес тура есеп-
ке эквиваленттiлiгi дәлелденедi. 3.2.-бөлiмде әлсiз шешiмiнiң уақыт бойынша
глобалды және локалды бар болуы γ > 0 жағдайда, ал 3.3.-бөлiмде γ ⩽ 0
жағдайда тұжырымдалады. Ол үшiн un галеркиндiк жуықтаулары құрылып
және оларға бiрiншi және екiншi априорлық бағалаулар алынады. Сондай-
ақ, ∗−әлсiз, әлсiз және әлдi жинақтылықтарды монотондылық әдiсiмен бiрге
қолданып, n→ ∞ бойынша шекке көшу дәлелденедi. 3.4.-бөлiмде γ > 0 және
γ ⩽ 0 жағдайда (3.11)-(3.14) есептiң әлсiз шешiмiнiң жалғыздығы тұжырым-
далады.

Әлсiз қойылым. Есептiң берiлгендерi төмендегi шарттарды қанағаттан-
дырсын

u0(x) ∈ W 1,2
0 (Ω) ∩W 1,p(Ω) ∩ Lσ(Ω); (3.6)

|g0(t)| :=
∣∣∣∣ ∫
Ω

g(x, t)ω(x)dx

∣∣∣∣ ⩾ l0 > 0 барлық t ⩾ 0 үшiн ; (3.7)

g(x, t) ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)); (3.8)
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e(t) ∈ W 1,2([0, T ]) және
∫
Ω

(u0(x)ω(x) +∇u0(x)∇ω(x)) dx = e(0); (3.9)

ω(x) ∈ W 1,p(Ω) ∩W 1,2
0 (Ω) ∩ Lσ(Ω). (3.10)

Лемма 3.1. Айталық, (3.7), (3.9)-(3.10) шарттар орындалсын. Онда (3.1)-
(3.4) керi есебi төмендегi сызықты емес псевдопараболалық теңдеу үшiн
локалды емес тура есепке эквиваленттi

ut −∆ut − div
(
|∇u|p−2∇u

)
= γ |u|σ−2 u+ f(t, u)g(x, t), (x, t) ∈ QT , (3.11)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (3.12)

u(x, t) = 0 (x, t) ∈ ΓT , (3.13)

мұндағы

f(t, u) =
1

g0(t)

e′(t) + ∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇ω dx− γ

∫
Ω

|u|σ−2uωdx

 . (3.14)

Дәлелдеуi 28. 1. Айталық, (u(x, t), f(t)) фукнциялар жұбы (3.1)-(3.4) керi
есебiнiң шешiмi болсын. Демек, (3.1) теңдеудi ω функциясына көбейтiп, Ω
облыста интегралдап және бөлiктеп интегралдау өрнегiн ескерсек, онда∫

Ω

(utω +∇ut∇ω) dx+
∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇ω dx =

γ

∫
Ω

|u|σ−2uωdx+ f(t)

∫
Ω

g(x, t)ωdx.
(3.15)

теңдiгi алынады. Төмендегi теңдiктi∫
Ω

(utω +∇ut∇ω) dx = e′(t),

(3.4) қосымша шартты және (3.7) ұйғарымды қолданып, (3.15) теңдеуден
(3.14) өрнек қорытылады.

2. Ендi u(x, t) функциясы (3.14) өрнекпен бiрге (3.11)-(3.13) тура есебiнiң
шешiмi болсын, яғни (u, f) функциялар жұбы (3.1)-(3.3) есептiң шешiмi
болып табылады. Демек, осы (u, f) жұбы (3.1)-(3.4) керi есебiнiң шешiмi
болатындығын дәлелдеу үшiн u(x, t) функциясы (3.4) қосымша шартты қа-
нағаттандыратынын көрсету жеткiлiктi. Олай болса, керi жорып, (3.4)
қосымша шарт орындалмасын деп ұйғарайық және∫

Ω

(uω +∇u∇ω) dx = e1(t), t ⩾ 0, (3.16)
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болсын, мұндағы барлық t ⩾ 0 үшiн e1(t) ̸= e(t). Сондай-ақ, (3.4) және (3.9)
шарттарға сәйкес e1(t) ∈ W 1

2 ([0, T ]) және келесi теңдiк орынды

e1(0) =

∫
Ω

(u0ω +∇u0∇ω) dx = e(0).

(3.11) өрнектi ω функциясына көбейтiп және бөлiктеп интегралдап, (3.14)
шартты қолдансақ, онда

e′1(t) +

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ω dx− γ

∫
Ω

|u|σ−2u · ωdx = f(t, u)g0(t) (3.17)

теңдiгi тұжырымдалалды, мұндағы f(t, u) мәнi (3.14) өрнекпен берiлген.
(3.14) өрнектi (3.17) теңдiкке қойғанда, келесi теңдiк шығады

e′1(t) +

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ωdx− γ

∫
Ω

|u|σ−2u · ωdx =

e′(t) +

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ωdx− γ

∫
Ω

|u|σ−2u · ωdx.
(3.18)

(3.18) теңдiктен E(t) = e1(t)− e(t) функциясы үшiн төмендегi Коши есебi
тұжырымдалады

E ′(t) = 0, E(0) = e1(0)− e(0) = 0, (3.19)

Соңғы Коши есебiнен барлық t > 0 үшiн e1(t) ≡ e(t) тұжырымы қорыты-
лады.
Анықтама 3.1. (3.11)-(3.14) есебiнiң әлсiз шешiмi деп
1 u ∈ L∞(0, T ;W 1,2

0 (Ω)∩W 1
p (Ω)∩Lσ(Ω))∩Lp(0, T ;W 1,p(Ω))∩Lσ(QT ), ut ∈

L2(0, T ;W 1,2
0 (Ω)),

2 Ω-да барлық дерлiк жерде u(0) = u0 бастапқы шартты,
3 Кез келген φ ∈ W 1,2

0 (Ω) ∩W 1
p (Ω) ∩ Lσ(Ω) және барлық дерлiк t ∈ [0, T ]

үшiн төмендегi теңдiктi

d

dt

∫
Ω

(uφ+∇u · ∇φ) dx+
∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇φdx =

∫
Ω

(
γ|u|σ−2u+ f(t, u)g

)
φdx

(3.20)

қанағаттандыратын u(x, t) функциясын атайды.
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3.2. Сызықты емес жылу көзiмен берiлген p-Лапласианды
псевдопараболалық теңдеу үшiн керi есептiң әлсiз шешiм-
нiң бар болуы мен жалғыздығы

Бұл бөлiмде (3.11)-(3.14) есептiң шешiмдiлiгiн зерттеуде ең алдымен σ
көрсеткiшi және γ коэффициентi, сәйкесiнше, 1 < σ <∞ және

γ > 0 (3.21)

жағдайы қарастырылады. Аталмыш ұйғарымдарға байланысты (3.11)-(3.14)
тура есебiнiң шешiлiмдiлiгi туралы келесi теорема орынды.
Теорема 3.1. [Глобалды бар болуы] Айталық, (3.6)-(3.10), (3.21) шарттар
орындалсын, сондай-ақ, σ, p көрсеткiштерi келесi шартты қанағаттандыр-
сын

1 < σ, p ⩽ 2. (3.22)

Онда (3.11)-(3.14) тура есебiнiң 3.1-анықтама мағынасында глобалды әлсiз
шешiмi бар болады. Сонымен қатар, әлсiз шешiм үшiн

sup
t∈[0,T ]

(
∥u(t)∥22,Ω + ∥∇u(t)∥22,Ω

)
+ ∥∇u∥pp,QT

+ ∥u∥σσ,QT
⩽ C1, (3.23)

sup
t∈[0,T ]

(
∥∇u(t)∥pp,Ω + ∥u(t)∥σσ,Ω

)
+ ∥ut∥22,QT

+ ∥∇ut∥22,QT
⩽ C2, (3.24)

априорлық бағалаулары орынды, мұндағы C1 және C2 есептiң берiлгендерi-
нен тәуелдi тұрақтылар.
Теорема 3.2. [Локалды бар болуы]. Айталық, (3.6)-(3.10), (3.21) шарттар
орындалсын, сондай-ақ, σ, p көрсеткiштерi

σ ⩽ 2∗, 2∗ =
2d

d− 2
егер d > 2; 2∗ ∈ (1,∞) егер d = 2 (3.25)

шарттарын келесi ұйғарыммен

2 < σ немесе 2 < p. (3.26)

бiрге қанағаттандырсын. Онда (3.63) өрнекпен анықталған ақырлы T∗ ∈
(0, T ) уақыты табылап, (3.11)-(3.14) тура есебiнiң 3.1-анықтама мағына-
сында t ∈ (0, T∗] аралығында кемiнде бiр локалды әлсiз шешiмi бар болады.
Сонымен қатар, әлсiз шешiм барлық t ∈ (0, T∗] үшiн (3.23)-(3.24) априорлық
бағалауды қанағаттандырады.
Ескерту 3.1. Ескерер жәйт, (3.25) шарт n→ ∞, шекке көшкенде қажет-
тi, төменде (3.76) өрнектi қараңыз. 3.1-теоремада p, σ ⩽ 2 ұйғарымнан
соң, соңғы теоремадағы (3.26) шартта σ, p көрсеткiштерiнiң екiден үлкен
кезi қарастырылады.
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Дәлелдеуi 29. Теореманы дәлелдеу үшiн Фаэдо-Галеркин әдiсi қолданыла-
ды: ең алдымен жуық шешiмдер құрылып, оған априрлық бағалаулар алы-
нады, одан кейiн шекке көшу дәлелденедi.

Галеркин жуықтаулары Айталық, {ψk}k∈N жүйесi L2(Ω) кеңiтiгiн-
де ортогональ және оның сызықтық комбинациясы V := W 1,2

0 (Ω)∩W 1,p(Ω)∩
Lσ(Ω) кеңiстiгiнде тығыз болып табылады. Берiлген n ∈ N үшiн ψ1, . . . , ψn

жүйесiнiң сызықты қабықшасы n-өлшемдi V n векторлық кеңiстiк болсын.
Әрбiр n ∈ N үшiн келесi жуық шешiмдердi құрайық

un(x, t) =
n∑

j=1

cnj (t)ψj(x), ψj ∈ V n, (3.27)

мұндағы cn1(t), . . . , c
n
n(t) белгiсiз коэффициенттерi төмендегi n жәй диффе-

ренциалдық теңдеулерден (ЖДТ) анықталады∫
Ω

(unt ψk +∇unt∇ψk) dx+

∫
Ω

|∇un|p−2∇un · ∇ψk dx+

=γ

∫
Ω

|un|σ−2un · ψk dx+ f(t, un)

∫
Ω

gψkdx, k = 1, 2, . . . , n.
(3.28)

Жоғарыдағы (3.28) ЖДТ-лер келесi бастапқы шарттармен толықтырғанда

un(0) = un0 , x ∈ Ω (3.29)

Коши есебi шығады және төмендегi әлдi жинақтылықты қанағаттанды-
рады

un0 → u0(x) W 1,2
0 (Ω) ∩W 1,p(Ω) ∩ Lσ(Ω)-де n→ ∞. (3.30)

Олай болса, (3.28)-(3.29) Коши есебiнiң cnj (t) шешiмi [0, t0], t0 ∈ (0, T ] уақыт
аралығында локалды бар болады. Төмендегi алынған априорлық бағалаулар
арқылы Коши есебiнiң шешiмiн [0, T ] аралығына дейiн кеңейтуге болады.

Бiрiншi және екiншi априорлық бағалау Бұл бөлiмде (3.21) жағ-
дайда жуық шешiм үшiн глобалды априорлық бағалау алынады.
Лемма 3.2. Айталық,

u0(x) ∈ W 1,2
0 (Ω)

болсын, сонымен бiрге (3.6)-(3.10), (3.21), (3.29)-(3.30) және

1 < σ, p ⩽ 2 (3.31)

шарттар орындалсын. Онда барлық t ∈ (0, T ] үшiн төмендегi априорлық
бағалау орынды

sup
t∈[0,T ]

(
∥un∥22,Ω + ∥∇un∥22,Ω

)
+ ∥∇un∥pp,QT

+ ∥un∥σσ,QT
⩽ K0 <∞. (3.32)
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Егер
u0(x) ∈ W 1,2

0 (Ω) ∩W 1,p(Ω) ∩ Lσ(Ω),

болса, онда барлық t ∈ (0, T ] үшiн екiншi априорлық бағалау орынды

sup
t∈[0,T ]

(
∥∇un∥pp,Ω + ∥un∥σσ,Ω

)
+ ∥unt ∥

2
L2(0,T ;W 1,2

0 (Ω)) ⩽ K1 <∞. (3.33)

Дәлелдеуi 30. (3.28) өрнектi cnk(t) функциясына көбейтiп, k бойынша қо-
сындылап және шыққан нәтиженiң екi жағына γ ∥un∥σσ,Ω-ны қосқанда

1

2

d

dt

(
∥un∥22,Ω + ∥∇un∥22,Ω

)
+ ∥∇un∥pp,Ω + γ ∥un∥σσ,Ω = 2γ ∥un∥σσ,Ω + I1 (3.34)

теңдiгi шығады, мұндағы

I1 =
1

g0(t)

e′(t) + ∫
Ω

|∇un|p−2∇un · ∇ω dx−

− γ

∫
Ω

|un|σ−2un · ωdx

∫
Ω

g(x, t)un(x)dx =
3∑

i=1

I1i.

(3.35)

Ендi Гелдер мен Юнг теңсiздiктерiн (3.31) шартымен бiрге қолданып (3.34)
теңдiктiң оң жағын бағалайық

2γ ∥un∥σσ,Ω ⩽ C(|γ|,Ω, σ) ∥un∥σ2,Ω ⩽
1

8
∥un∥22,Ω + C

2
2−σ (γ,Ω, σ), (3.36)

|I11| =

∣∣∣∣∣∣ 1

g0(t)

∫
Ω

gune′(t)dx

∣∣∣∣∣∣ ⩽ 1

8
∥un∥22,Ω +

1

2l20
∥g(t)∥22,Ω |e

′(t)|2, (3.37)

|I12| =

∣∣∣∣∣∣ 1

g0(t)

∫
Ω

gundx ·
∫
Ω

|∇un|p−2∇un · ∇ω dx

∣∣∣∣∣∣ ⩽
1

l0
∥g(t)∥2,Ω ∥u

n∥2,Ω ∥∇ω∥p,Ω ∥∇u
n∥p−1

p,Ω ⩽

1

2
∥∇un∥pp,Ω + C(p)

(
1

l0
∥g(t)∥2,Ω ∥∇ω∥p,Ω ∥u

n∥2,Ω
)p

⩽

1

2
∥∇un∥pp,Ω +

1

8
∥un∥22,Ω + C ′

0(t),

(3.38)

мұндағы

C ′
0(t) =

(
C(p)

1

l0
max
t∈[0,T ]

∥g(t)∥2,Ω ∥∇ω∥p,Ω
) 2

2−p

.
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|I13| =

∣∣∣∣∣∣− 1

g0(t)
γ

∫
Ω

gundx ·
∫
Ω

|un|σ−2 unω dx

∣∣∣∣∣∣ ⩽
1

l0
|γ| ∥g∥2,Ω ∥u

n∥2,Ω ∥ω∥σ,Ω ∥u
n∥σ−1

σ,Ω ⩽

C(σ,Ω)
1

l0
|γ| ∥g∥2,Ω ∥ω∥σ,Ω ∥u

n∥σ2,Ω ⩽
1

8
∥un∥22,Ω + C ′′

0 (t),

(3.39)

мұндағы

C ′′
0 (t) =

(
C(σ,Ω)

1

l0
|γ| ∥g(t)∥2,Ω ∥ω∥σ,Ω

) 2
2−σ

.

Ендi (3.36)-(3.39) теңсiздiктердi (3.34) теңдiкке қойғанда, онда

d

dt

(
∥un∥22,Ω + ∥∇un∥22,Ω

)
+ ∥∇un∥pp,Ω + γ ∥un∥σσ,Ω ⩽

∥un∥22,Ω + C0(t) ⩽ ∥un∥22,Ω + ∥∇un∥22,Ω + C0(t),
(3.40)

дифференциалдық теңсiздiк шығады, мұндағы

C0(t) = C
2

2−σ (|γ|,Ω, σ) + 2

l20
∥g(t)∥22,Ω |e

′(t)|2 + C ′
0(t) + C ′′

0 (t)

және (3.8)-(3.10) шарттардың көмегiмен C0(t) ∈ L1([0, T ]) көруге болады.
(3.40) теңсiздiктiң сол жағындағы екiншi және үшiншi қосылғыштарды

ескермей, содан кейiн Гронуолл леммасын

y(t) := ∥un∥22,Ω + ∥∇un∥22,Ω

функциясы үшiн қолдансақ төмендегi бағалау алынады

∥un∥22,Ω + ∥∇un∥22,Ω ⩽ et

∥un0∥
2
2,Ω + ∥∇un0∥

2
2,Ω +

t∫
0

C0(τ)e
−τdτ

 ⩽

eT

∥u0∥22,Ω + ∥∇u0∥22,Ω +

T∫
0

C0(τ)dτ

 := K ′
0 <∞.

(3.41)

Ендi (3.40) теңсiздiктi τ бойынша 0−ден t−ға шейiн интегралдап және t ∈
[0, T ] бойынша супремум алайық. Одан шыққан нәтижеге (3.41) бағалауды
қолданғанда, онда (3.32) априорлық бағалау тұжырымдалады.

Ендi (3.28) өрнектi d cnk
d t функциясына көбейтiп, k бойынша қосындылап

және одан шыққан нәтиженi τ бойынша 0−ден t ∈ [0, T ]−ға шейiн инте-
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гралдасақ, онда

t∫
0

(
∥unt (τ)∥

2
2,Ω + ∥∇unt (τ)∥

2
2,Ω

)
dτ +

1

p
∥∇un∥pp,Ω =

γ

σ
∥un∥σσ,Ω +

1

p
∥∇un(0)∥pp,Ω − γ

σ
∥un(0)∥σσ,Ω + I2,

(3.42)

теңдiгi қорытылады, мұндағы

I2 =

t∫
0

1

g0(τ)

e′(τ) + ∫
Ω

|∇un|p−2∇un · ∇ω dx −

γ

∫
Ω

|un|σ−2un · ωdx

∫
Ω

g(x, τ)unt (x, τ)dxdτ.

(3.43)

Ең алдымен (3.42) теңдiктiң екi жағына γ
σ ∥u

n∥σσ,Ω-ны қосып, (3.31) және
(3.41) өрнектер арқылы алынатын келесi

∥un∥σ,Ω ⩽ C(σ,Ω) ∥un∥2,Ω ⩽ C(σ,Ω)K
1
2
0 , ∀t ∈ [0, T ], (3.44)

бағалауды пайдаланып, сондай-ақ Гелдер теңсiздiгiн (3.30) және (3.32) шар-
ттармен бiрге қолдансақ, онда

t∫
0

(
∥unt (τ)∥

2
2,Ω + ∥∇unt (τ)∥

2
2,Ω

)
dτ +

1

p
∥∇un∥pp,Ω +

γ

σ
∥un∥σσ,Ω =

2γ

σ
∥un∥σσ,Ω +

1

p
∥∇un(0)∥pp,Ω − γ

σ
∥un(0)∥σσ,Ω + I2 ⩽

2|γ|
σ
C(σ,Ω)K

σ
2
0 +

1

p
∥∇u0∥pp,Ω +

|γ|
σ

∥u0∥σσ,Ω + |I2|.

(3.45)

теңсiздiгi шығады. Мұнан кейiн, Гелдер мен Юнг теңсiздiктерiн және
(3.32) бағалауды пайдаланып I2 қосылғышты бағалайық

|I2| ⩽
1

l0

t∫
0

∥unt (τ)∥2,Ω ∥g∥2,Ω
(
|e′(τ)|+ ∥∇ω∥p,Ω ∥∇u

n∥p−1
p,Ω +

|γ| ∥ω∥σ,Ω ∥u
n∥σ−1

σ,Ω

)
dτ ⩽

1

2

t∫
0

∥unt (τ)∥
2
2,Ω dτ+
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C

t∫
0

(
|e′(τ)|2 + ∥∇un∥2(p−1)

2,Ω + ∥un∥2(σ−1)
2,Ω

)
dτ ⩽

1

2

t∫
0

∥unt (τ)∥
2
2,Ω dτ+

C

 t∫
0

|e′(τ)|2dτ + TKp−1
0 + TKσ−1

0

 ⩽
1

2

t∫
0

∥unt (τ)∥
2
2,Ω dτ + C2,

(3.46)

мұндағы

C2 = C

TK p−1
2

0 + TK
σ−1
2

0 +

t∫
0

|e′(τ)|2ds

 <∞;

C =
1

2l20
sup
t

∥g∥22,Ω ·max
{
1, C2(p,Ω) ∥∇ω∥2p,Ω , C

2(σ,Ω)|γ|2 ∥ω∥2σ,Ω
}
.

Олай болса, (3.46) теңсiздiктi (3.42) өрнекке қойғанда
t∫

0

(
∥unt (τ)∥

2
2,Ω + ∥∇unt (τ)∥

2
2,Ω

)
dτ +

1

p
∥∇un∥pp,Ω +

γ

σ
∥un∥σσ,Ω ⩽

C(σ,Ω)(1 +
|γ|
σ
)K

σ
2
0 +

1

p
∥∇u0∥pp,Ω +

|γ|
σ

∥u0∥σσ,Ω + C2

(3.47)

бағалауы қорытылады және одан t ∈ [0, T ] бойынша супремум алсақ, онда
екiншi априорлық бағалау тұжырымдалады

sup
t∈[0,T ]

(
∥∇un∥pp,Ω + ∥un∥σσ,Ω

)
+ ∥unt ∥

2
2,QT

+ ∥∇unt ∥
2
2,QT

⩽ K1 <∞. (3.48)

Айталық, 1 < p <∞ және σ ⩽ 2∗ болсын. Бұл жағдайда локалды апри-
орлық бағалаулар алынады.
Лемма 3.3. Айталық,

u0(x) ∈ W 1,2
0 (Ω)

болсын және (3.6)-(3.10), (3.29)-(3.30), (3.21) шарттар орындалсын. Соны-
мен қатар, келесi шарт орынды болсын

σ ⩽ 2∗, 2∗ =
2d

d− 2
егер d > 2; 2∗ ∈ (1,∞) егер d = 2 (3.49)

және
2 < σ немесе 2 < p. (3.50)

Онда K2 оң саны табылып және (3.56) өрнекпен анықталған T1 ∈ (0, T ]
уақыты үшiн t ∈ (0, T1) аралығында келесi априорлық бағалау орынды болады

∥un∥2
L∞(0,T1;W

1,2
0 (Ω)) + ∥∇un∥pp,QT1

+ ∥un∥σσ,QT1
⩽ K2 <∞. (3.51)
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Дәлелдеуi 31. (3.49) шартты пайдаланып (3.34) оң жағындағы I11−ден
басқа қосылғыштарды бағалайық:

2γ ∥un∥σσ,Ω ⩽ C ′
1(Ω, γ, σ, d)

(
∥∇un∥22,Ω

)σ
2

⩽

C ′
1(Ω, γ, σ, d)

(
1 + ∥un∥22,Ω + ∥∇un∥22,Ω

)σ
2

,

(3.52)

|I12| ⩽
1

2
∥∇un∥pp,Ω + C(p)

(
1

l0
∥g(t)∥2,Ω ∥∇ω∥p,Ω ∥u

n∥2,Ω
)p

⩽

1

2
∥∇un∥pp,Ω + C ′′

1

(
1 + ∥un∥22,Ω + ∥∇un∥22,Ω

)p
2 ,

(3.53)

мұндағы

C ′′
1 = C(p)

(
1

l0
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥2,Ω ∥∇ω∥p,Ω
)p

.

Соболев және Пуанкаре теңсiздiктерi көмегiмен I13−қосылғышты бағалай-
ық

|I13| ⩽ C(σ, d,Ω)|γ| 1
l0
∥g(t)∥2,Ω ∥ω∥σ,Ω ∥∇u

n∥σ2,Ω ⩽

C ′′′
1

(
1 + ∥un∥22,Ω + ∥∇un∥22,Ω

)σ
2 ,

(3.54)

мұндағы

C ′′′
1 = C(σ, d,Ω)|γ| 1

l0
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥2,Ω ∥ω∥σ,Ω .

(3.52),(3.37), (3.53), (3.54) өрнектердi (3.34) теңдiкке қойып, τ ∈ (0, t) бой-
ынша интегралдасақ, онда

Y (t) +

t∫
0

(
∥∇un∥pp,Ω + γ ∥un∥σσ,Ω

)
dτ ⩽ C0

1

t∫
0

Y µ1(τ)dτ + C1
1 (3.55)

сызықты емес дифференциалдық теңсiздiк қорытылады, мұндағы µ1 :=
1
2 max{2, σ, p} ((3.50) өрнектен µ1 > 1) және

Y (t) := 1 + ∥un∥22,Ω + ∥∇un∥22,Ω ,

C0
1(t) = sup

t∈(0,T )
(C ′

1 + C ′′
1 + C ′′′

1 + 1) ,

C1
1 =

1

l20
sup

t∈(0,T )
∥g(t)∥22,Ω ∥e

′(t)∥2L2(0,T ) +
(
1 + ∥u0∥22,Ω + ∥∇u0∥22,Ω

)
.

86



Ендi (3.55) теңсiздiктiң сол жағындағы интегралдық қосылғышты ес-
кермей және 1-леммадағы теңсiздiктi қолдансақ, онда

0 ⩽ t ⩽ T1 < T ′
1 :=

1

(µ1 − 1)C1
1
µ1−1

C0
1

(3.56)

мәнi үшiн келесi бағалау қорытылады

Y (t) ⩽ C1
1

[
1− (µ1 − 1)C1

1
µ1−1

C0
1 t
]− 1

µ1−1

. (3.57)

(3.55) теңсiздiктi τ бойынша 0−ден t−ға шейiн интегралдап, t ∈ (0, T1]
бойынша супремум алып және (3.57) бағалауды қолданғанда, онда төмендегi
априорлық бағалау тұжырымдалады

sup
t∈[0,T1]

(
∥un∥22,Ω + ∥∇un∥22,Ω

)
+ ∥∇un∥pp,QT1

+ γ ∥un∥σσ,QT1
⩽ K2 <∞. (3.58)

келесi қадамда (3.49) жағдайында Галеркин жуықтаулары үшiн екiншi
априорлық бағалауды алайық.
Лемма 3.4. Айталық, 3.3-лемманың шарттары орындалсын және

u0(x) ∈ W 1,2
0 (Ω) ∩W 1,p(Ω) ∩ Lσ(Ω)

болсын. Онда K3 оң тұрақтысы және (3.63) өрнекпен анықталған T∗ ∈
(0, T1] уақыты табылып, барлық t ∈ (0, T∗] үшiн келесi бағалау орынды

sup
t∈[0,T∗]

(
∥∇un∥pp,Ω + ∥un∥σσ,Ω

)
+ ∥unt ∥

2
L2(0,T∗;W

1,2
0 (Ω)) ⩽ K3 <∞ (3.59)

Дәлелдеуi 32. Аналогты түрде (3.46) өрнекке Гелдер теңсiздiгiн (3.30),
(3.58) және

∥un∥σ,Ω ⩽ C(σ,Ω) ∥∇un∥2,Ω ⩽ C(σ,Ω)K1 := C ′
2 <∞, t ∈ [0, T1] (3.60)

шарттарымен бiрге қолданғанда, онда төмендегi бағалау қорытылады

|I2| ⩽
1

2

t∫
0

∥unt ∥
2
2,Ω dτ +

1

2l20
·

t∫
0

∥g(τ)∥22,Ω ∥∇ω∥
2
p,Ω ∥∇u

n∥2(p−1)
p,Ω dτ+

1

2l20

t∫
0

∥g(τ)∥22,Ω
(
|e′(τ)|2 + C(Ω)|γ|2 ∥ω∥2σ,Ω · ∥∇un∥2(σ−1)

2,Ω

)
dτ ⩽

1

2

t∫
0

∥unt ∥
2
2,Ω dτ + C0

2

t∫
0

(
1

p
∥∇un∥pp,Ω

)µ2

dτ + C ′′
2 ,

(3.61)

87



мұндағы

µ2 :=
2(p− 1)

p
; C0

2 =
pµ2

2l20
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥∇ω∥
2
p,Ω ,

C ′′
2 =

1

2l20
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω

T∫
0

(
|e′(τ)|2dτ + C(Ω)|γ|2 ∥ω∥2σ,Ω ·Kσ−1

2 T
)
.

(3.61) және (3.60) өрнектi (3.42) теңдiкке қойып, (3.30) шарты қолдансақ,
төмендегi бағалау алынады

t∫
0

(
∥unt ∥

2
2,Ω + ∥∇unt ∥

2
2,Ω

)
dτ +

1

p
∥∇un∥pp,Ω ⩽

C0
2

t∫
0

(
1

p
∥∇un∥pp,Ω

)µ2

dτ + C1
2 ,

(3.62)

мұндағы

C1
2 =

γ

σ
C ′

2
σ
+

1

p
∥∇u0∥pp,Ω +

|γ|
σ

∥u0∥σσ,Ω + C ′′
2 .

Демек, (3.61) өрнектiң сол жағындағы алғашқы екi қосылғышты ескермей
және 1-лемманы 1

p ∥∇u
n∥pp,Ω функциясына үшiн қолдансақ, онда

0 ⩽ t ⩽ T∗ < T2 :=
1

(µ2 − 1)C1
2
µ2−1

C0
2

(3.63)

мәнi үшiн
1

p
∥∇un∥pp,Ω ⩽ C1

2

(
1− (µ2 − 1)C1

2
µ2−1

C0
2 t
)− 1

µ2−1

(3.64)

бағалауы алынады. Демек, (3.64) және (3.60) бағалауларды (3.62) өрнекке
ескерiп және t ∈ [0, T∗] бойынша супремум алсақ, онда (3.59) априорлық
бағалау тұжырымдалады.
n→ ∞ бойынша шектiк көшу. (3.32) және (3.51) бағалаудардан төмен-
дегi ∗−әлсiз және әлсiз жинақтылықтар қорытылады

un ⇀ u ∗−әлсiз жинақты L∞(0, T ;W 1,2
0 (Ω) ∩ Lσ(Ω))-де, n→ ∞,(3.65)

un ⇀ u әлсiз жинақты L2(QT ) ∩ Lσ(QT )-де, n→ ∞, (3.66)
∇un ⇀ ∇u ∗−әлсiз жинақты L∞(0, T ;L2(Ω) ∩ Lp(Ω))-де, n→ ∞,(3.67)

∇un ⇀ ∇u әлсiз жинақты L2(QT ) ∩ Lp(QT )-де, n→ ∞, (3.68)
unt ⇀ ut әлсiз жинақты L2(0, T ;W 1,2

0 (Ω))-де, n→ ∞. (3.69)

Екiншi жағынан, (3.51) және (3.33) бағалаудан S және R функцияларының
табылатын көруге болады, сәйкесiнше

|∇un|p−2∇un ⇀ S әлсiз жинақты Lp′(QT )-де, n→ ∞, (3.70)
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|un|σ−2un ⇀ R әлсiз жинақты Lσ′
(QT )-де, n→ ∞, (3.71)

мұндағы p′ = p
p−1 және σ′ = σ

σ−1 сандары, сәйкесiнше, p және σ сандары-
ның Гелдер түйiндестерi. (3.67) және (3.69) өрнектерден, компакт және
үзiлiссiз енгiзулерге байланысты, яғни

W 1,s
0 (Ω) ↪→↪→ Lr(Ω) ↪→ L2(Ω), ∀ r : 2 ⩽ r < s∗, s = max {2, p}

және Обэн-Лионс компактiлiк леммасынан төмендегi әлдi жинақтылық
алынады

un −→ u әлдi жинақты Ls(0, T ;Lr(Ω))-де, 2 ⩽ r < s∗, n→ ∞, (3.72)

және жеке жағдайда,

un −→ u әлдi жинақты L2(0, T ;L2(Ω))-де, n→ ∞, (3.73)

мұндағы s∗ саны s санының Соболев түйiндесi, яғни s∗ = ds
d−s , d > s.

Ендi (3.73) әлдi жинақтылық пен Рисс-Фишер теоремасы бойынша un

тiзбегiнiң iштiзбегi үшiн барлық дерлiк нүктедегi жинақтылық алынады,
яғни

un −→ u барлық дерлiк нүктеде QT -де, n→ ∞, (3.74)

(3.71) өрнегiмен бiрге (1.3-лемма [12, 12 б.])

|un|σ−2un ⇀ |u|σ−2u әлсiз жинақты Lσ′
(QT )-де, n→ ∞. (3.75)

Сонымен қатар, (3.25) және (3.69), (3.72) ұйғарымдарынан келесi нәтиже
орынды болып табылады

un −→ u әлдi жинақты Lσ(QT )-де, n→ ∞, σ < 2∗

және
∥un∥σ,Qt

−→ ∥u∥σ,Qt
n→ ∞. (3.76)

Айталық, η(t) үзiлiссiз әрi [0, T ] аралығында дифференциалданатын
функция болсын, мұндағы T бiрiншi және екiншi априорлық бағалауларды
қанағаттандыратын максималды уақыт. (3.28) өрнектi η функциясына кө-
бейтiп және t ∈ [0, T ] бойынша интегралдасақ, онда∫

QT

(unt · zk +∇unt · ∇zk)dxdt+
∫
QT

|∇un|p−2∇un · ∇zk dxdt =

γ

∫
QT

|un|σ−2un · zk dxdt+
T∫

0

[
1

g0(t)
(e′(t)+

∫
Ω

|∇un|p−2∇un · ∇ω dx− γ

∫
Ω

|un|σ−2un · ωdx

∫
Ω

g · zk dx

 dt
(3.77)

89



теңдiк алынады және жоғарыдағы (3.69), (3.70), (3.75) және (3.66) нәти-
желерден барлық zk = ψk(x)η(t), k ∈ {1, . . . , n} үшiн∫

QT

(ut · zk +∇ut · ∇zk)dxdt+
∫
QT

S · ∇zk dxdt =

γ

∫
QT

|u|σ−2u · zk dxdt+
T∫

0

[
1

g0(t)
(e′(t)+

+

∫
Ω

S · ∇ω dx− γ

∫
Ω

|u|σ−2u · ωdx

∫
Ω

g · zk dx

 dt.
(3.78)

теңдiгi тұжырымдалады.
(3.78) өрнектiң аргументiнiң сызықтылығы мен үзiлiссiздiгi көмегiмен

төмендегi нәтиже орынды, яғни

z ∈ Z := {z = ψζ : ψ ∈ V , ζ ∈ C∞
0 (0, T )}.

Ендi монотондылық әдiстi қолданып төмендегi теңдiктi дәлелдейiк

S = |∇u|p−2∇u (3.79)

Бiрiншiден Z жиыны L∞(0, T ;W 1
2 (Ω))∩Lp(0, T ;Vp(Ω))∩Lσ(QT )−де тығыз,

олай болса, z = un және z = u тест функцияларын (3.77) және (3.78)
өрнектерге қойғанда, сәйкесiнше, төмендегi теңдiктер алынады∫

QT

(unt · un +∇unt · ∇un)dxdt+
∫
QT

|∇un|p dxdt =

γ

∫
QT

|un|σ dxdt+
T∫

0

[
1

g0(t)
(e′(t)+

∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇ω dx− γ

∫
Ω

|un|σ−2unωdx

∫
Ω

gundx

 dt.
(3.80)

және ∫
QT

(ut · u+∇ut · ∇u)dxdt+
∫
QT

S · ∇u dxdt =

γ

∫
QT

|u|σ dxdt+
T∫

0

[
1

g0(t)
(e′(t)+

∫
Ω

S · ∇ω dx− γ

∫
Ω

|u|σ−2u · ωdx

∫
Ω

g · u dx

 dt.
(3.81)
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Келесi, (3.21) жинақтылықпен қатар монотонды F (ξ) = |ξ|r−2ξ, r = p опе-
раторының ( [60] қараңыз) қасиетiн қолдансақ, онда барлық z ∈ Z үшiн
төмендегi өрнек орынды

Xn :=

∫
QT

(
|∇un|p−2∇un − |∇z|p−2∇z

)
· (∇un −∇z)dxdt ⩾ 0 (3.82)

(3.82) және (3.80) өрнектi ескерсек, онда

0 ⩽ Xn = γ

∫
QT

|un|σ dxdt+
T∫

0

∫
Ω

gun dx

[
1

g0(t)
(e′(t)+

∫
Ω

|∇un|p−2∇un · ∇ω dx− γ

∫
Ω

|un|σ−2un · ωdx

 dt−
∫
QT

(unt u
n +∇unt∇un) dxdt−

∫
QT

|∇un|p−2∇un · ∇z dxdt−

∫
QT

|∇z|p−2∇z∇un dxdt+
∫
QT

|∇z|p dxdt := X1
n +X2

n

+X3
n −X4

n −X5
n −X6

n −X7
n −X8

n +

∫
QT

|∇z|p dxdt.

(3.83)

өрнегi шығады. X5
n және X6

n қосылғыштардың жинақтылығына байланы-
сты ( [55] қараңыз) келесi ұйғарымды айта кету керек

u ∈ Cw([0, T ];W
1,2
0 (Ω)), (3.84)

мұндағы Cw([0, T ];W
1,2
0 (Ω)) арқылы W 1,2

0 (Ω)-де Банах мәндi [0, T ] аралығын-
да үзiлiссiз L∞([0, T ];W 1,2

0 (Ω)) кеңiстiгiнiң iшкеңiстiгiн белгiлейдi. Демек,
(3.84) өрнек бойынша u(0), u(T ), ∇(u(0)) және ∇(u(T ))) шамаларының мәнi
бар деген сөз.

(3.83) өрнектен lim sup алып, lim sup және lim inf қасиеттерiн қолда-
нып, және X1

n қосылғыш үшiн (3.76) жинақтылықты, X2
n және X8

n қо-
сылғыштар үшiн (3.70) жинақтылықты, X4

n қосылғыш үшiн (3.75) жи-
нақтылықты, сонымен бiрге X5

n және X6
n қосылғыштар үшiн (3.69) жи-

91



нақтылықты ескерсек, онда

0 ⩽ γ

∫
QT

|u|σ dxdt+
T∫

0

 1

g0(t)

e′(t) + ∫
Ω

S · ∇ω dx−

γ

∫
Ω

|u|σ−2u · ωdx

∫
Ω

g · u dx

 dt− ∫
QT

(ut · u+∇ut · ∇u) dxdt−∫
QT

S · ∇z dxdt−
∫
QT

|∇z|p−2∇z · ∇u dxdt+
∫
QT

|∇z|p dxdt.

(3.85)

шектiк көшу алынады. (3.81) өрнектi (3.85) шектiк көшумен бiрiктiргенде∫
QT

(
S − |∇z|p−2∇z

)
· (∇u−∇z) dxdt ⩾ 0, ∀ z ∈ Z (3.86)

өрнегi қорытылады. (3.86) өрнек кез келген z ∈ Lp(0, T ;Vp) ∩ Lσ(QT ) үшiн
орынды. Мәселен, z = u ± δξ түрiнде еркiн ξ ∈ Lp(0, T ;Vp) ∩ Lσ(QT ) және
δ > 0 үшiн алсақ, онда (3.86) өрнектен

±
∫
QT

(
S − |∇u∓ δ∇ξ|p−2 (∇u∓ δ∇ξ)

)
· ∇ξ dxdt ⩾ 0. (3.87)

тұжырым алынады. (3.87) тұжырымда δ → 0 болса, онда

±
∫
QT

(
S − |∇u|p−2∇u

)
· ∇ξ dxdt ⩾ 0. (3.88)

өрнек шығады. ξ еркiн түрде таңдалғандығынан S = |∇u|p−2∇u тұжыры-
мы орынды, демек (3.79) дәлелдендi.
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3.3. Абсорбция мүшемен берiлген p-Лапласианды псевдопара-
болалық теңдеу үшiн керi есептiң әлсiз шешiмнiң бар бо-
луы мен жалғыздығы

Бұл бөлiмде (3.11)-(3.14) есебi σ көрсеткiшi мен γ коэффициентiнiң, сәй-
кесiнше, 1 < σ <∞ және

γ ⩽ 0. (3.89)

мәндерi қарастырылады. Аталмыш жағдайда (3.11)-(3.14) тура есебiнiң ше-
шiмiнiң бар болуы туралы төмендегi теорема орынды.
Теорема 3.3. [Глобалды бар болуы] Айталық, (3.6)-(3.10), (3.89) шарттар
орындасын және

1 < σ, p ⩽ 2 (3.90)

болсын. Онда (3.11)-(3.14) тура есебiнiң кез келген t ∈ [0, T ] үшiн кемiнде бiр
u(x, t) әлсiз шешiмi бар болады. Сондай-ақ, әлсiз шешiм келесi бағалауларды
қанағаттандырады

sup
t∈[0,T ]

(
∥u∥22,Ω + ∥∇u∥22,Ω

)
+ ∥∇u∥pp,QT

+ ∥u∥σσ,QT
⩽ C1, (3.91)

sup
t∈[0,T ]

(
∥∇u∥pp,Ω + ∥u(t)∥σσ,Ω

)
+ ∥ut∥22,QT

+ ∥∇ut∥22,QT
⩽ C2. (3.92)

Теорема 3.4. [Локалды бар болуы] Айталық, (3.5), (3.6)-(3.10), (3.89) шар-
ттар орындалсын және

2 < σ немесе 2 < p. (3.93)

болсын. Онда ақырлы T∗ ∈ (0, T ] уақыты табылып, (3.11)-(3.14) тура
есебiнiң кемiнде бiр u(x, t) әлсiз шешiмi t ∈ [0, T∗] үшiн бар болады. Сонымен
қатар, u(x, t) әлсiз шешiмi барлық t ∈ [0, T∗] үшiн (3.91) және (3.92) апри-
орлық бағалауларды қанағаттандырады, мұндағы T∗ := T4 және T4 ақырлы
уақыты төменде (3.114) өрнекпен анықталады.
Ескерту 3.2. γ ⩽ 0 жағдайында, 3.3-теоремадағы σ ⩽ 2∗ шарт қажет-
тiлiк тудырмайды. Демек, (3.89) шартты F (ξ) = |ξ|r−2ξ, r = p немесе
r = σ операторының монотондылық қасиетiмен бiрге қолдансақ, онда |γ|
мәнi үшiн төмендегi өрнек шығады

Xn :=

∫
QT

(
|∇un|p−2∇un − |∇z|p−2∇z

)
· (∇un −∇z)dxdt+

|γ|
(
|un|σ−2un − |z|σ−2z

)
· (un − z)dxdt ⩾ 0

(3.94)
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Олай болса, (3.83) өрнек келесi түрде болады

0 ⩽ Xn =

T∫
0

 1

g0(t)

e′(t) + ∫
Ω

|∇un|p−2∇un · ∇ω dx+

|γ|
∫
Ω

|un|σ−2un · ωdx

∫
Ω

gun dxdt−
∫
QT

(unt u
n +∇unt∇un) dxdt−∫

QT

|∇un|p−2∇un · ∇z dxdt−
∫
QT

|∇z|p−2∇z∇un dxdt+
∫
QT

|∇z|p dxdt−

− |γ|
∫
QT

|un|σ−2un · z dxdt− |γ|
∫
QT

|z|σ−2z · un dxdt+
∫
QT

|z|σ dxdt :=

X1
n +X2

n +X3
n −X4

n −X5
n −X6

n −X7
n+∫

QT

|∇z|p dxdt−X8
n −X9

n +

∫
QT

|z|σ dxdt.

(3.95)

Бұл жағдайда, X3 және X8 қосылғыштарының жинақтылығы үшiн (3.75)
өрнек орынды, ал қалған қосылғыштар үшiн жинақтылық өткен бөлiмдегi
секiлдi( [55], 17 б. қараңыз).
Дәлелдеуi 33. 3.3 және 3.4-теоремаларды дәледеу үшiн (3.32) және
(3.33), сәйкесiнше, бiрiншi және екiншi априорлық бағалаулардың орынды
болатынын γ ⩽ 0 жағдайында дәлелдеу керек. Мұнан соң, 29-бөлiм секiлдi
шектiк көшу тұжырымдалады.
Глобалды және локалды бағалаулар
Лемма 3.5. Айталық,

u0 ∈ W 1,2
0 (Ω) ∩W 1,p(Ω) ∩ Lσ(Ω) (3.96)

болсын және (3.6)-(3.10) және (3.89) шарттар орындалсын. Егер (3.90)
шарт орындалса, онда барлық t ∈ (0, T ] үшiн келесi априорлық бағалау
(уақыт бойынша глобалды) орынды

∥un∥2
L∞(0,T ;W 1,2

0 (Ω)) + ∥∇un∥pp,QT
+ ∥un∥σσ,QT

⩽ K4 <∞, (3.97)

sup
t∈[0,T ]

(
∥∇un∥pp,Ω + ∥un∥σσ,Ω

)
+ ∥unt ∥

2
L2(0,T ;W 1,2

0 (Ω)) ⩽ K5 <∞. (3.98)

Егер (3.90) шарттың орнына (3.93) орынды болса, онда ақырлы T3 ∈ (0, T ]
және T4 ∈ (0, T3] уақыты табылып, барлық t ∈ (0, T3] үшiн (3.97) бағалау
және барлық t ∈ (0, T4] үшiн (3.98) бағалау орынды, мұндағы T3 және T4
мәнi (3.108) және (3.113) өрнектермен анықталады.
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Дәлелдеуi 34. Демек,(3.89) жағдайда, (3.34) және (3.42) энергетикалық
теңдiктер келесi түрде болады

1

2

d

dt

(
∥un∥22,Ω + ∥∇un∥22,Ω

)
+ ∥∇un∥pp,Ω + |γ| ∥un∥σσ,Ω = I ′1, (3.99)

t∫
0

(
∥unt (τ)∥

2
2,Ω + ∥∇unt (τ)∥

2
2,Ω

)
dτ +

1

p
∥∇un∥pp,Ω +

|γ|
σ

∥un∥σσ,Ω =

1

p
∥∇u0∥pp,Ω +

|γ|
σ

∥u0∥σσ,Ω + I ′2,

(3.100)

мұндағы

I ′1 =
1

g0(t)

e′(t) + ∫
Ω

|∇un|p−2∇un · ∇ω dx

+ |γ|
∫
Ω

|un|σ−2un · ωdx

∫
Ω

g(x, t)un(x)dx =
3∑

i=1

I ′1i,

(3.101)

I ′2 =
1

g0(t)

e′(t) + ∫
Ω

|∇un|p−2∇un · ∇ω dx

+ |γ|
∫
Ω

|un|σ−2un · ωdx

∫
Ω

g(x, t)unt (x)dx.

(3.102)

Гелдер және Юнг теңсiздiктерiн қолданып, I ′13 қосылғышты бағалайық. Ал,
I ′11 және I ′12 қосылғыштар үшiн σ, p > 1 жағдайда, сәйкесiнше, (3.37) және
(3.38) теңсiздiктер орынды.

|I ′13| ⩽
|γ|
l0

∥g∥2,Ω ∥u
n∥2,Ω ∥ω∥σ,Ω ∥u

n∥σ−1
σ,Ω ⩽

|γ|
2

∥un∥σσ,Ω + C3 ∥un∥σ2,Ω , (3.103)

мұндағы

C3 =
|γ|
2lσ0

sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥σ2,Ω ∥ω∥
σ
σ,Ω .

Келесi (3.37), (3.53), (3.103) өрнектердi (3.99) теңдiкке қойып және диф-
ференциал астына 1−дi қоссақ, онда төмендегi теңсiздiк қорытылады

d

dt

(
1 + ∥un∥22,Ω + ∥∇un∥22,Ω

)
+ ∥∇un∥pp,Ω + |γ| ∥un∥σσ,Ω ⩽

1

4
∥un∥22,Ω +

1

l20
∥g(t)∥22,Ω |e

′(t)|2 + 2C3

(
∥un∥22,Ω

)σ
2

+

2C ′′
1 (t)

(
1 + ∥un∥22,Ω + ∥∇un∥22,Ω

)p
2 ⩽ C0

3

(
1+

∥un∥22,Ω + ∥∇un∥22,Ω
)µ3 + C ′

3,

(3.104)
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мұндағы

µ3 = max{1, p
2
,
σ

2
}; C0

3 =
1

4
+ 2C3 + 2C ′′

1 ; C
′
3 =

1

l20
∥g(t)∥22,Ω |e

′(t)|2

және C ′′
1 саны (3.53) өрнекпен анықталады. (3.104) өрнектi τ ∈ (0, t) бой-

ынша интегралдасақ, онда

Y (t) + ∥∇un∥pp,Qt
+ |γ| ∥un∥σσ,Qt

⩽ C0
3

t∫
0

Y µ3(τ)dτ + C1
3 , (3.105)

теңсiздiк алынады, мұндағы

Y (t) = 1 + ∥un∥22,Ω + ∥∇un∥22,Ω ;

C1
3 := 1 + ∥u0∥22,Ω + ∥∇u0∥22,Ω +

1

l20
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω

T∫
0

|e′(t)|2dt.

(3.105) өрнекке µ3 = 1 және (3.90) жағдайда сызықты Гронуолл
теңсiздiгiн, ал µ3 > 1 және (3.93) жағдайда сызықты емес Гронуолл
теңсiздiгiн (1-лемма) қолданғанда төмендегi теңсiздiктер қорытылады

Y (t) ⩽ C1
3 · eC

0
3T <∞, ∀t ∈ [0, T ], µ3 = 1 жағдайда, (3.106)

және

Y (t) ⩽ C1
3

[
1− (µ3 − 1)C1

3
µ3−1

C0
3 t
]− 1

µ3−1

<∞, (3.107)

0 ⩽ t < T3 :=
1

(µ3 − 1)C1
3
µ3−1

C0
3

, µ3 > 1 жағдайда. (3.108)

Демек, (3.106) және (3.107) өрнектердi (3.105) теңсiздiкке қойып және t
бойынша супремум алғанда, келесi энергетикалық бағалау тұжырымдалады

sup
t∈(0,T ′

∗)

(
∥un∥22,Ω + ∥∇un∥22,Ω

)
+ ∥∇un∥pp,QT ′∗

+ ∥un∥σσ,QT ′∗
⩽ K4, (3.109)

егер (3.90) болса, онда T ′
∗ = T және егер (3.93) болса, онда T ′

∗ = T3.
Ендi Гелдер мен Коши теңсiздiктерiн қоланып, I ′2 қосылғышын бағалайық

|I ′2| ⩽
1

2

t∫
0

∥unt ∥
2
2,Ω dτ +

1

2l20
·

t∫
0

∥g(τ)∥22,Ω ∥∇ω∥
2
p,Ω ∥∇u

n∥2(p−1)
p,Ω dτ+

1

2l20

t∫
0

∥g(τ)∥22,Ω
(
|e′(τ)|2 + C(Ω)|γ|2 ∥ω∥2σ,Ω · ∥∇un∥2(σ−1)

σ,Ω

)
dτ ⩽

1

2

t∫
0

∥unt ∥
2
2,Ω dτ + C0

4

t∫
0

(
1 +

1

p
∥∇un∥pp,Ω +

γ

σ
∥un∥σσ,Ω

)µ4

dτ,

(3.110)
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мұндағы

µ4 := max{2(p− 1)

p
,
2(σ − 1)

σ
},

C0
4 :=

1

2l20
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ·max{∥∇ω∥2p,Ω , |e
′(t)|2 + C(Ω)|γ|2 ∥ω∥2σ,Ω}.

Олай болса, (3.110) бағалауды (3.100) өрнекке қойып және екi жағына
1−дi қосқанда, онда

Z(t) := 1 +
1

p
∥∇un∥pp,Ω +

|γ|
σ

∥un∥σσ,Ω > 1

функциясы үшiн

Z(t) +

t∫
0

(
∥unt (τ)∥

2
2,Ω + ∥∇unt (τ)∥

2
2,Ω

)
dτ ⩽ C1

4 + C0
4

t∫
0

Zµ4(τ)dτ (3.111)

теңсiздiгi қорытылады, мұндағы

C1
4 := 1 +

1

p
∥∇u0∥pp,Ω +

|γ|
σ

∥u0∥σσ,Ω .

(3.111) теңсiздiктiң сол жағындағы интегралдық қосылғышты ескермей,
µ4 ⩽ 1 және (3.90) жағдайда сызықты Гронуолл теңсiздiгiн, µ4 > 1 және
(3.93) жағдайда сызықты емес Гронуолл теңсiздiгiн (1-лемма) қолдансақ,
онда төмендегi дифференциалдық теңсiздiктер қорытылады

Z(t) ⩽ C1
4 · eC

0
4T <∞, ∀t ∈ [0, T ] (3.112)

және
0 < t < T4 ≡ min{T3,

1

(µ4 − 1)C0
4(C

1
4)

µ4−1
} (3.113)

үшiн
Z(t) ⩽ C1

4

(
1− (µ4 − 1)C0

4(C
1
4)

µ4−1T
)− 1

µ4−1 . (3.114)

(3.112) және (3.114) теңсiздiктердi (3.111) өрнекке қойып, t бойынша
супремум алғансақ, онда

sup
t∈[0,Tmax]

(
∥∇un∥pp,Ω + ∥un∥σσ,Ω

)
+ ∥unt ∥

2
L2(0,Tmax;W

1,2
0 (Ω)) ⩽ K5 <∞, (3.115)

екiншi энергетикалық бағалау тұжырымдалады, мұндағы (3.90) жағдайда
Tmax = T және (3.93) жағдайда Tmax = T4 ⩽ T3.

Қорыта келе, глобалды және локалды әлсiз шешiмнiң бар болуы туралы
3.1, 3.2, 3.3 және 3.4-теоремаларды ескере отырып, сонымен бiрге (3.11)-(3.14)
тура есебiнiң (3.1)-(3.4) керi есебiне эквиваленттiлiгi туралы 3.1-леммаға сүй-
енiп бастапқы қойылған керi есеп үшiн келесi нәтижелер тұжырымдалады.

97



Теорема 3.5 (Глобалды бар болуы). Айталық, (3.6)-(3.10), (3.21) шар-
ттар орындалсын, сондай-ақ, σ, p көрсеткiштерi (3.22) шартты қанағат-
тандырсын Онда (3.1)-(3.4) керi есебiнiң глобалды әлсiз шешiмi бар болады.
Сонымен қатар, әлсiз шешiм үшiн

sup
t∈[0,T ]

(
∥u(t)∥22,Ω + ∥∇u(t)∥22,Ω

)
+ ∥∇u∥pp,QT

+ ∥u∥σσ,QT
+ ∥f∥2L2[0,T ] ⩽ C1,(3.116)

sup
t∈[0,T ]

(
∥∇u(t)∥pp,Ω + ∥u(t)∥σσ,Ω

)
+ ∥ut∥22,QT

+ ∥∇ut∥22,QT
+ ∥f∥2L2[0,T ] ⩽ C2,(3.117)

априорлық бағалаулары орынды, мұндағы C1 және C2 есептiң берiлгендерi-
нен тәуелдi тұрақтылар.
Теорема 3.6 (Локалды бар болуы). . Айталық, (3.6)-(3.10), (3.21) шар-
ттар орындалсын, сондай-ақ, σ, p көрсеткiштерi (3.25) шартпен бiрге
(3.26) ұйғарымын қанағаттандырсын. Онда (3.63) өрнекпен анықталған
ақырлы T∗ ∈ (0, T ) уақыты табылап, (3.1)-(3.4) керi есебiнiң кемiнде бiр
локалды әлсiз шешiмi бар болады. Сонымен қатар, әлсiз шешiм барлық
t ∈ (0, T∗] үшiн (3.116)-(3.117) априорлық бағалауды қанағаттандырады.

3.4. Жалғыздығы
Теорема 3.7. Айталық, төмендегi шарттар орындалсын

2 ⩽ p ⩽ 4, (3.118)

∇ω ∈ L
2p
4−p (Ω) (3.119)

және
2 ⩽ σ ⩽

2d

d− s
, d > s, мұндағы s ∈ {2, p}. (3.120)

Егер γ ⩽ 0 жағдайда (3.118)-(3.120) шарттарымен бiрге 3.2 және 3.4-
лемманың барлық шарты орындалсын.
Егер γ > 0 жағдайда (3.118)-(3.120) шарттарымен бiрге 3.5-лемманың
барлық шарты орындалсын. Онда (3.11)-(3.14) тура есебiнiң әлсiз шешiмi
жалғыз болады және оған эквиваленттi (3.1)-(3.4) керi есебiнiң де әлсiз
шешiмi жалғыз, мұндағы 2∗ және p∗ сандары, сәйкесiнше, 2 және p санда-
рының Соболев түйiндесi.
Ескерту 3.3. (3.120) өрнектегi s ∈ {2, p} шартты келесi түрде түсiну қа-
жет, егер s = max{2, p} болса, онда σ көрсеткiшi жеткiлiктi үлкен болады
немесе егер s = min{2, p} болса, онда d өлшемi жеткiлiктi аз болады.
Дәлелдеуi 35. u1 және u2 функциялары (3.11)-(3.13) есебiнiң 3.1-
анықтама мағынасындағы әлсiз шешiмi болсын. Мұнан соң, (4.1) өрнекке
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тест функциясы ретiнде u := u1 − u2 функцияны қолданып, u1 үшiн тең-
деуден u2 үшiн теңдеудi алып тастағанда

1

2

d

dt

(
∥u∥22,Ω + ∥∇u∥22,Ω

)
+D = G+ F, (3.121)

дифференциалдық теңдiк шығады, мұндағы

D =

∫
Ω

(
|∇u1|p−2∇u1 − |∇u2|p−2∇u2

)
· ∇u dx;

G =γ

∫
Ω

(
|u1|σ−2 u1 − |u2|σ−2 u2

)
· u dx;

F =
1

g0(t)

∫
Ω

(
|∇u1|p−2∇u1 − |∇u2|p−2∇u2

)
· ∇ω dx

− γ

∫
Ω

(
|u1|σ−2 u1 − |u2|σ−2 u2

)
· ω dx

∫
Ω

g(x, t)udx.

(3.122)

Айталық, γ ⩽ 0 болсын. Онда (25) теңсiздiк немесе монотонды оператор-
дың қасиетi бойынша, келесi шарттар орынды

D ⩾ 0, G ⩽ 0. (3.123)

Гелдер мен Юнг теңсiздiктерiн және 2-леммадағы (24) өрнектi δ = 0 мәнi-
мен қолданып, F−тi бағалайық

|F | ⩽ 1

k0
∥g∥2,Ω ∥u∥2,Ω

∫
Ω

C |∇u| (|∇u1|+ |∇u2|)p−2 |∇ω| dx

+|γ|
∫
Ω

(
|u| (|u1|+ |u2|)σ−2 |ω| dx

) ⩽
1

k0
∥g∥2,Ω ∥u∥2,Ω

∥∇u∥2,Ω
[(

∥∇u1 +∇u2∥p,Ω
)p−2

∥∇ω∥ 2p
4−p ,Ω

+ |γ| ∥u∥2∗,Ω
(
∥u1 + u2∥ (σ−2)d

2 ,Ω

)σ−2

∥ω∥2∗,Ω
]
⩽

1

k0
∥g∥2,Ω ∥u∥2,Ω ∥∇u∥2,Ω

[(
∥∇u1∥p,Ω + ∥∇u2∥p,Ω

)p−2

∥∇ω∥ 2p
4−p ,Ω

+

C(Ω) |γ|
(
∥∇u1∥s,Ω + ∥∇u2∥s,Ω

)σ−2

∥∇ω∥2,Ω
]
⩽

1

2
b1(t)

(
∥u∥22,Ω + ∥∇u∥22,Ω

)
, p ⩽ 4, σ ⩽

2d

d− s
,

(σ − 2)d

2
⩽

ds

d− s
:= s∗ ⇔ σ ⩽

2d

d− s

(3.124)
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мұндағы

b1(t) =
1

k0
∥g∥2,Ω

[(
∥∇u1∥p,Ω + ∥∇u2∥p,Ω

)p−2

∥∇ω∥ 2p
4−p ,Ω

+ C(Ω)|γ|
(
∥∇u1∥s,Ω + ∥∇u2∥s,Ω

)σ−2

∥∇ω∥2,Ω
]
.

2. Ендi γ > 0 жағдайын қарастырайық. Бұл жағдайда (3.121) өрнектен,
төмендегi теңсiздiк қорытылады

d

dt
y(t) ⩽ |G|+ |F | , (3.125)

мұндағы
y(t) = ∥u∥22,Ω + ∥∇u∥22,Ω .

2-леммадағы екiншi теңсiздiктi δ = 0 мәнiнде қолдансақ, онда келесi түр-
дегi бағалау алынады

|G| =

∣∣∣∣∣∣γ
∫
Ω

(
|u1|σ−2 u1 − |u2|σ−2 u2

)
· u

∣∣∣∣∣∣ dx ⩽ |γ|
∫
Ω

|u|2 (|u1|+

|u2|)σ−2 dx ⩽ |γ| ∥u∥22d
d−2 ,Ω

∥|u1|+ |u2|∥σ−2
(σ−2)d

2 ,Ω
⩽ C(σ, p,Ω, |γ|)×(

∥∇u1∥s,Ω + ∥∇u2∥s,Ω
)σ−2

∥∇u∥22,Ω ⩽ b2(t)Y (t), σ ⩽
2d

d− s

(3.126)

мұндағы

b2(t) := 2C(σ, p,Ω, |γ|)
(
∥∇u1∥s,Ω + ∥∇u2∥s,Ω

)σ−2

;

σ ⩽
2d

d− s
(σ ⩽

2d

d− p
, егер p > 2 немесе σ ⩽

2d

d− 2
, егер p < 2).

Ал F үшiн (3.124) бағалауы орынды.
Алынған нәтижелерден (3.121) теңдiкке, егер γ ⩽ 0 болғанда (3.123)

және (3.124) өрнектердi, ал γ > 0 болғанда (3.124) және (3.126) өрнектердi
қойсақ, онда төмендегi Коши есебi қорытылады

d

d t
y(t) ⩽ a(t)y(t),

y(0) = 0,

(3.127)

мұндағы
a(t) := b1(t), егер γ ⩽ 0;

a(t) := b2(t), егер γ > 0.
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Сондай-ақ, γ ⩽ 0 және γ > 0 жағдайда 3.7-теорема шарттарына бай-
ланысты a(t) ∈ L1(0, Tmax), мұндағы Tmax мәнi (3.11)-(3.14) есебiнiң әл-
сiз шешiмiнiң бар болатын максималды уақыты. (3.127) дифференциалдық
теңсiздiктен кез келген t ∈ [0, Tmax] үшiн y(t) ≡ 0 болады, демек u1 ≡ u2.
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4 БIРТЕКТI ЕМЕС СҰЙЫҚТАР ҮШIН КЕЛЬВИН-ФОЙГТ
ЖҮЙЕСI ҮШIН БАСТАПҚЫ-ШЕТТIК ЕСЕП

4.1. Есептiң қойылымы
Бұл бөлiмде эластикалық қасиеттерге ие бiртектi емес сығылмайтын сұй-

ықтықтардың қозғалысын сипаттайтын Кельвин-Фойгт теңдеулер жүйесi
үшiн бастапқы-шеттiк есеп қарастырылады

divu = 0, (x, t) ∈ QT , (4.1)
(ρu)t + div(ρu⊗ u) = ρf −∇p+ µ∆u+ κ∆ut, (x, t) ∈ QT , (4.2)
ρt + div(ρu) = 0, ρ ⩾ 0, (x, t) ∈ QT , (4.3)
ρu = ρ0u0, ρ = ρ0, x ∈ {0} × Ω, (4.4)
u = 0, (x, t) ∈ ΓT , (4.5)

мұндағы Ω ⊂ Rd шенелген облыс, ал QT = (0, T ) × Ω, 0 < T < ∞ цилиндр
және оның ΓT = (0, T ) × ∂Ω бүйiр бетi болып табылады. Сонымен қатар,
u = (u1, . . . , ud), f = (f1, . . . , fd), ρ және p функциялары, сәйкесiнше, фи-
зикалық тұрғыдан сұйықтықтың жылдамдығын, көлемдiк күштi, сұйықты-
қтың тығыздығын және қысымын, ал µжәне κ коэффициенттерi, сәйкесiнше,
сұйықтықтың кинематикалық тұтқырлығы мен релаксациясын сипаттайды
және төмендегi шарттарды қанағаттандырады

µ > 0, κ > 0. (4.6)

Қарастырылып отырған (4.1)-(4.5) есебiнде u, ρжәне p iзделiндi, ал f , u0 және
ρ0 белгiлi функциялар. Бұл жұмыстағы алынған нәтижелер d ⩾ 2 жағдайы
үшiн орынды, алайда табиғаттағы сұйықтықтың қозғалысы үшiн d = 2, 3
жағдайы жеткiлiктi.

Сондай-ақ, m0 импульстiң бастапқы мәнi және ол ρ0u0 өрнегiне тең, ал
u0 және ρ0 мәндерi

divu0 = 0, x ∈ Ω, (4.7)
0 ⩽ ρ0 ⩽M <∞, x ∈ Ω (4.8)

шарттарын қанағаттандырады, мұндағы u0 бастапқы жылдамдық, M оң
тұрақты. (4.8) шартты аңғарып қарасақ ρ0 сұйықтықтың тығыздығы ω ⊂⊂ Ω
облыстарда нөлге барады, яғни бастапқы уақыт мезетiнде кеңiстiк облыстың
кейбiр бөлiгiнде вакуум болады. (4.7) шартты келесi шарттардың бiреуiмен
қоса анықтайық

u0 ∈ V, (4.9)
u0 ∈ V ∩H2(Ω), (4.10)
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мұндағы H2(Ω) кеңiстiгi W2,2(Ω) түрдегi Соболев кеңiстiгi болып табыла-
ды және V кеңiстiгi анықтамасы (31) өрнекпен анықталған функционалдық
кеңiстiк. Бұл жұмыста Монография [61,63]-дағы функционалдық кеңiстiктер-
дiң анықтамалары мен белгiлеулерi қолданылады. Мәселен, берiлген m ∈ N
және r ∈ [1,∞] үшiн Lr(Ω) және Wm,r(Ω) түрiнде Лебег және Соболев
кеңiстiктерi белгiленедi. Ал, r = 2 жағадайда Hm(Ω) = Wm,2(Ω) белгiле-
уi қоданылады. Сонымен қатар, Wm,r

0 (Ω) арқылы C∞
0 (Ω) кеңiстiгiн Wm,r(Ω)

кеңiстiгiнiң нормасы арқылы тұйықтағанда шығатын кеңiстiктi белгiлейдi.
W−m,r′(Ω) кеңiстiгi Wm,r

0 (Ω) кеңiстiгiне түйiндес кеңiстiк, мұнда r′ саны r
санының Гелдер түйiндесi болып табылады.

Қарастырылып отырған есептiң әлсiз шешiмiн зерттеуде (4.9) шарт жет-
кiлiктi, ал әлдi шешiм үшiн (4.10) шартты қажет етедi. Олай болса, сәйкесiн-
ше f функциясы үшiн де төмендегi екi ұйғарым қарастырылады

f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), (4.11)
f ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)). (4.12)

Егерде (0,∞) барлық уақыт аралығын қарастырмаған жағдайда
L∞(0, T ;L2(Ω)) ↪→ L2(0, T ;L2(Ω)) үзiлiссiз енгiзуi орынды екенi анық.
Қарастырылып отырған бастапқы-шеттiк есептiң шешiмi бар болуы және
жалғыздығы үшiн f функциясына (4.11) шарт қою жеткiлiктi саналады,
алайда регуляр нетижелер үшiн (4.12) шартты қою талап етiледi. (4.1)-(4.5)
есебiнiң iзделiндi әлдi шешiмiнiң анықтамасы келесi түрде берiледi.
Анықтама 4.1. Айталық, d ⩾ 2 және (4.8), (4.10), (4.11) шарттар орын-
далсын. (4.1)-(4.3) теңдеулердегi ρ, u мен p регуляр жалпылама функциялар
болсын. Сондай-ақ, QT цилиндрiнде барлық дерлiк жерде ρ, u мен p функция-
лары (4.1)-(4.3) теңдеулердi, ал ρ мен u функциялары (4.4)-(4.5) бастапқы
және шеттiк шарттарды қанағаттандырсын. Онда (ρ,u, p) функциялар
үштiгi (4.1)-(4.5) есебiнiң әлдi шешiмi деп аталады.

Бұл бөлiмде негiзiнен (4.1)-(4.5) есебiнiң әлдi шешiмдерiнiң бар болуы ту-
ралы сұрақтарға жауап берiледi. Алғашқы нәтижелердiң бiрi төмендегi тео-
ремада келтiрiледi, сондай-ақ кеңiстiктiк облыстың шекарасына минималды
шарттар қойылады.
Теорема 4.1. Айталық, 2 ⩽ d ⩽ 4 және Ω шенелген облыс, ал оның ∂Ω
Липшиц үзiлiссiз шекарасы болсын. Егер (4.8), (4.10), (4.11) шарттар орын-
далса, онда (4.1)-(4.5) есебiнiң төмендегi шарттарды қанағаттандыратын
кемiнде бiр (ρ,u, p) шешiмi табылады
1 0 ⩽ ρ ⩽ M, (x, t) ∈ QT , барлық q ⩾ 1 және ρt ∈ L2(0, T ;W−1,2(Ω)) үшiн

ρ ∈ C([0, T ];Lq(Ω));
2 u ∈ L∞(0, T ;V және √

ρu ∈ L∞(0, T ;L2(Ω));
3 ut ∈ L2(0, T ;V) және √

ρut ∈ L2(0, T ;L2(Ω));
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4 p ∈ Cw([0, T ];L
2(Ω)).

Егер (4.11) шарттың орнына (4.12) шартты қарастырған жағдайда, онда:
1 ut ∈ L∞(0, T ;V) және √

ρut ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) тұжырым орынды.
Бiртектi емес сұйықтықтардың қозғалысын сипаттайтын Навье-Стокс тең-
деуi ((4.2) теңдеуде κ∆ut мүшесi болмаған жағдайда) үшiн ut ∈ L2(0, T ;V)
немесе ut ∈ L∞(0, T ;V) дәлелдеуде (төменде (4.55) және (4.58) қараңыз) қо-
сымша шарттарды қажет етедi. Осы нәтиженi дәлелдеу үшiн [18]-де келесi
ұйғарымдарды қарастырады

ft ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), (4.13)
f ∈ L2(0, T ;H1(Ω)). (4.14)

Алайда, (4.13)-(4.14) шарттармен қоса, u0 және ρ0 бастапқы функцияларына
Стокс есебiнiң үйлесiмдiлiк шарттары қойылған едi

divu0 = 0, x ∈ Ω, (4.15)
− µ∆u0 =

√
ρ0g −∇p0, x ∈ Ω, (4.16)

u0 = 0, x ∈ ∂Ω, (4.17)

мұндағы p0 ∈ H1(Ω) және g ∈ L2(Ω). (4.13) шартқа қатысты ескеретiн жәйт,
W 1,2(0, T ) ↪→ L∞(0, T ) (қараңыз [91, VIII.7-теорема]) Соболев енгiзуi бойын-
ша ft ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) (немесе f ∈ W 1,2(0, T ;L2(Ω))) тұжырымы (4.11) шар-
тының орнын баса алады. Жақын уақытта, бiртектi емес Навье-Стокс теңдеуi
үшiн (4.15)-(4.17) үйлесiмдiлiк шарттарынан құтылуға болатын, алайда a > 1
және q > 2 үшiн

ρ0x
a ∈ L1(Ω) ∩H1(Ω) ∩W 1,q(Ω), x :=

√
e+ |x|2 log2

(
e+ |x|2

)
, (4.18)

шарттары орынды болатын [92] жұмыста зерттелiндi. Осындай нәтижелер
бұл жұмыста бiртектi емес Навье-Стокс-Фойгт есебi үшiн f функциясына
(4.13)-(4.14) ұйғарымдарын ескермей және (4.15)-(4.17) немесе (4.18) үйлесiм-
дiлiк шарттарынсыз регуляр нәтижелер алынды. Оған (4.2) теңдеудегi κ∆ut

релаксациялық мүше көмегiн тигiздi.
Регуляр шешiм алуда жатық шекаралық облыс ғана емес кеңiстiктiң өл-

шемi де үлкен рөл атқарады. Сол мақсатта келесi теорема маңызды.
Теорема 4.2. Айталық, 2 ⩽ d ⩽ 3 болсын. Сондай-ақ, Ω шенелген об-
лыс және оның C2 кеңiстiкте жататын ∂Ω шекарасы болсын. Онда (4.8),
(4.10), (4.11) шарттар орындалса, онда (4.1)-(4.5) есебiнiң кемiнде бiр
(ρ,u, p) шешiмi табылады және 4.1-теореманың (1)-(4) шарттарына қо-
са келесi шарттар орынды
1 D2u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) және D2ut ∈ L2(0, T ;L2(Ω));
2 ∇p ∈ L2(0, T ;L2(Ω));
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егер (4.11) орнына (4.12) шартты қарастырсақ, 4.1-теореманың екiншi
бөлiгiндегi (1) шартқа қоса төмендегi шарттар орынды
1 D2ut ∈ L∞(0, T ;L2(Ω));
2 ∇p ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)).
Бiртектi емес Навье-Стокс теңдеуi үшiн [18, 92]-де алынған регулярлы-
қпен қорытынды нәтижелердi салыстырсақ, онда бұл жұмыста D2ut ∈
L2(0, T ;L2(Ω)) және D2ut ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) регулярлығы (төменде(4.57)
және (4.59) қараңыз) алынды, дегенмен де мұндай нәтиженi (4.2) теңдеуде
κ∆ut мүшесi болмаған жағдайда алу мүмкiн емес едi.

4.1 және 4.2-теоремаларының дәлелдеулерi тұжырымдалады.
Ескерту 4.1. Ескерер жәйт, D2u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) және D2ut ∈
L∞(0, T ;L2(Ω)) регулярлығына қоса, төмендегi

u,
∂u

∂t
∈ L∞(0, T ;C0,α(Ω)), егер 0 < α ⩽ 2− d

2
және 2 ⩽ d ⩽ 3.

регулярлығы орынды. Мұны (38) және (40) Соболев теңсiздiктерiн жоға-
рыда айтылған регуляр нәтижелермен бiрiктiру арқылы алуға болады.
Нақтырақ, төмендегi 4.4-ескертудi де қараңыз.

Келесi (ρ,u, p) әлдi шешiмдердiң бар болуының қосымша нәтижесi ретiнде
төмендегi теорема орынды, сонымен қатар бұл нәтижелер ρ және u шешiм-
дерiнiң жалғыздығын дәлелдеуге мүмкiндiк беретiн шарттар тұжырымдала-
ды, мұндағы 2∗ саны 2 санының Соболев түйiндесiн бiлдiредi.
Теорема 4.3. Айталық, (û, p̂, ρ̂) және (u, p, ρ) функциялары (4.1)-(4.5)
есептiң және 4.2-теореманың шарттарын қанағаттандыратын шешiмдер
болсын. Егер

u0 ∈ L2∗(Ω), (4.19)
f ∈ L2(0, T ;L2∗(Ω)), (4.20)
ρ0 ∈ W 1,∞(Ω), (4.21)

шарттары орындалса, онда ρ̂ = ρ және û = u.
[70, 4-5-теорема]-де есептiң жалғыздығы ρ0 > 0 жағдайда, сонымен бiрге

(4.21) және

u0 ∈ W2,r(Ω) ∩V, (4.22)
f ∈ L2 (0, T ;Lr(Ω)) , (4.23)

шарттарымен
d < r ⩽ 2∗ (4.24)

өлшем үшiн дәлелдендi. (4.24) шарттан 2 ⩽ d ⩽ 3 ұйғарымы орынды. Мұны-
мен қоса, (4.22) шарттың және W2,r(Ω) ↪→ L2∗(Ω), r ⩾ 2 Соболев кеңiстiгiнiң
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үзiлiссiз енгiзуi көмегiмен (4.19) шарттан құтылуға болады. Екiншi жағынан,
r ⩽ 2∗ үшiн орынды L2∗(Ω) ↪→ Lr(Ω) үзiлiссiз енгiзуiне байланысты (4.20)
шартты қабылдасақ, онда (4.23) шарттан құтылуға болады.

4.2. Шешiмнiң бар болуы
(4.1)-(4.5) есебiнiң шешiмiнiң бар болуын дәлелдеуi Галеркин жуықтаула-

рына негiзделедi. Төменде Ω облысының iшжиындар ұясын

Ωn :=

{
x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) >

1

n
, n ∈ N

}
және ηn(x) := 1

ndη
(
x
n

)
Фридрихс өзегiн қарастырайық. Сондай-ақ,

ηn ∈ C∞(Rd), supp ηn ⊂ B (0, n) ,

∫
Rd

ηn(x) dx = 1

болсын. Сонымен қатар, u0 және ρ0 бастапқы берiлгендерi, сәйкесiнше,
u0,n(x) және ρ0,n(x) орташалау функциялары арқылы регулярланады және
ол келесi қатынаспен анықталады

u0,n(x) := (ηn ⋆ u0) (x) =

∫
Ω

ηn(x− y)u0(y) dy, x ∈ Ωn, (4.25)

ρ0,n(x) := (ηn ⋆ ρ0) (x) +
1

n
=

∫
Ω

ηn(x− y)ρ0(y) dy +
1

n
, x ∈ Ωn. (4.26)

Бұрыннан белгiлi w ∈ L1
loc(Ω) үшiн оның wn = ηn ⋆w орташалау функциясы

келесi шарттарды қанағаттандырады.

wn ∈ C∞(Ωn), wn −−−→
n→∞

w, Ω− да барлық дерлiк нүктеде, (4.27)

wn −−−→
n→∞

w, Lp(Ω)-де, w ∈ Lp(Ω), 1 ⩽ p <∞. (4.28)

Егер supp ηn ⊂ B (0, n) болса, онда келесi өрнек орынды

suppu0,n ⊂ Ωn +B (0, n) . (4.29)

Сонымен қатар, (4.8), (4.25)-(4.26) және (4.27)-(4.28) өрнектердi ескере оты-
рып төмендегi шарттар алынады

0 <
1

n
⩽ ρ0,n ⩽M :=M + 1 <∞, x ∈ Ω, (4.30)

∥u0,n∥2,Ω ⩽ ∥u0∥2,Ω . (4.31)

Сонымен бiрге, u0 функциясының жеткiлiктi регулярлығынан, келесi шар-
ттар қорытылады

∥∇u0,n∥2,Ω ⩽ ∥∇u0∥2,Ω ,
∥∥D2u0,n

∥∥
2,Ω

⩽
∥∥D2u0

∥∥
2,Ω
. (4.32)
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Жеткiлiктi үлкен әрi еркiн n ∈ N санын ескерiп төмендегi бастапқы-шеттiк
есептi қарастырайық

divu = 0, (x, t) ∈ QT , (4.33)
(ρu)t + div(ρu⊗ u) = ρf −∇p+ µ∆u+ κ∆ut, (x, t) ∈ QT , (4.34)
ρt + div(ρu) = 0, (x, t) ∈ QT , (4.35)
ρu = ρ0,nu0,n, ρ = ρ0,n, x ∈ {0} × Ω, (4.36)
u = 0, (x, t) ∈ Γ. (4.37)

Галеркин сұлбасы арқылы (4.33)-(4.37) есептiң шешiмi iзделiнедi. Стокс опе-
раторының инъективтi, өз-өзiне түйiндес және компакттiлi керi оператор (
[93, 4.2-4-сөйлем] қараңыз) болғандығынан, оның λi оң меншiктi мәндерiнiң
тiзбегi мен

A(ψψψi) = λiψψψi (4.38)
шартты қанағаттандыратын ψψψi ∈ H2(Ω) ∩V(Ω) меншiктi функциялары та-
былады. Олай болса, {ψψψi}i∈N жүйесiн H(Ω) кеңiстiгiнде ортогоналдауға және
V(Ω) кеңiстiгiнде ортонормалауға болады. Берiлген j ∈ N үшiн j- өлшем-
дi және (4.38) өрнекпен анықталған ψψψj, j = 1, . . . , n жүйесiн қамтитын Xj

кеңiстiгiн қарастырайық. Барлық j ∈ N үшiн [70, 1-теорема] ( [94, 1-сөйлем]
да қараңыз) дәлелдеуi секiлдi жуық шешiмдердiң

uj
n ∈ C1([0, T );Xj), uj

n(x, t) =

j∑
i=1

cji (t)ψψψi(x), ψi ∈ Xj, (4.39)

ρjn ∈ C1([0, T );C1(Ω)) (4.40)

бар екенiн төмендегi j + 1 жәй дифференциалдық теңдеулер шешiмi екенiн
көрсету арқылы дәлелдеуге болады∫

Ω

ρjn(t)

[
∂uj

n(t)

∂t
+
(
uj
n(t) · ∇

)
uj
n(t)

]
·ψψψi dx+ κ

∫
Ω

∂∇uj
n(t)

∂t
: ∇ψψψi dx

+ µ

∫
Ω

∇uj
n(t) : ∇ψψψi dx =

∫
Ω

ρjn(t)f(t) ·ψψψi dx, i = 1, . . . , j,

(4.41)

∂ρjn
∂t

+ uj
n · ∇ρjn = 0, (4.42)

(4.41)-(4.42) жүйе келесi бастапқы шарттармен үйлестiрiледi

ρjnu
j
n = ρj0,nu

j
0,n, uj

n = uj
0,n, ρjn = ρj0,n, x ∈ {0} × Ω, (4.43)

мұндағы uj
0,n = P j(u0,n), ал P j арқылы P j : V −→ Xj ортогональ проекция-

ны бiлдiредi, демек

uj
n(0, x) =

j∑
i=1

cji (0)ψψψi(x), cji (0) = cji,0 := (u0,n,ψψψi), i ∈ {1, . . . , j}, (4.44)
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мұндағы (·, ·) өрнегi L2− кеңiстiгiндегi скаляр көбейтiндi. P j бiрқалыпты
үзiлiссiз болғандықтан келесi ұйғарым орынды деуге болады

uj
0,n −−−→

j→∞
u0,n, x ∈ L2(Ω) ∩W1,2(Ω). (4.45)

Бастапқы тығыздықтың ρj0,n жуық мәнi үшiн төмендегi шарт орынды

ρj0,n ∈ C1(Ω), ρj0,n −−−→
j→∞

ρ0,n, L
p(Ω)-де, ∀ p ∈ [1,∞). (4.46)

(4.30)-(4.32) және (4.45)-(4.46) өрнектерiнен

1

n
⩽ ρj0,n ⩽M <∞, Ω-да, (4.47)∥∥∥uj
0,n

∥∥∥
2,Ω

⩽ ∥u0∥2,Ω , (4.48)∥∥∥∇uj
0,n

∥∥∥
2,Ω

⩽ ∥∇u0∥2,Ω ,
∥∥∥D2uj

0,n

∥∥∥
2,Ω

⩽
∥∥D2u0

∥∥
2,Ω
. (4.49)

тұжырымдарын алуға болады. (4.41) өрнектен uj
n функциясының сызықты-

лығы және үзiлiссiздiгi әрi регулярлығынан (0, T ) аралығында жалпылама
функция мағынасындағы келесi ұйғарым орынды∫

Ω

[
ρjn(t)

∂uj
n(t)

∂t
+ ρjn(t)

(
uj
n(t) · ∇

)
uj
n(t)− µ∆uj

n(t)−

κ
∂∆uj

n(t)

∂t

]
·ψψψ dx =

∫
Ω

ρjn(t)f(t)ψψψ dx, ∀ ψψψ ∈ H2(Ω) ∩V

(4.50)

Сондай-ақ, 6-лемма бойынша жалғыз түрде қысымның бар болуын дәлелде-
уге болады

pjn ∈ Cw([0, T );L
2(Ω)),

∫
Ω

pjn(t) dx = 0, (4.51)

демек,∫
Ω

[
ρjn(t)

(
∂uj

n(t)

∂t
+
(
uj
n(t) · ∇

)
uj
n(t)

)
− µ∆uj

n(t)− κ
∂∆uj

n(t)

∂t

]
ψψψ dx

−
∫
Ω

ρjn(t)f(t)ψψψ dx =

∫
Ω

pj(t) divψψψ dx, ∀ ψψψ ∈ H2(Ω) ∩W1,2
0 (Ω)

(4.52)

теңдiгi (0, T ) аралығында барлық дерлiк нүктеде орынды болады [70, 2-
теорема].

Априорлық бағалаулар. Бұл бөлiмде uj
n, ρjn және pjn жуықтаулары-

на j−ден тәуелсiз бағалаулар алынады, сондай-ақ f функциясына қатысты
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шарттарға қарай бiрнеше сөйлемдер тұжырымдалады. Алынған априорлық
бағалаулардың µ тұтқырлық және κ релаксация коэффициенттерiне тәуелдi
болуы (4.2) теңдеудегi µ∆u және κ∆ut қосылғыштарының маңызды екенiн
аңғартады. Сонымен қатар, априорлық бағалаулар n−нен де тәуелсiз екенiн
айта кету керек.
Сөйлем 4.1. Айталық, uj

n, ρjn және pjn функциялары (4.39), (4.40) және
(4.51) өрнектерiмен анықталған (4.33)-(4.37) есептiң әлсiз жуық шешiм-
дерi болсын.
1 Егер (4.8) шарт орындалса, онда келесi бағалау орынды

0 <
1

n
⩽ inf

x∈Ω
ρj0,n(x) ⩽ ρjn(x, t) ⩽ sup

x∈Ω
ρj0,n(x) ⩽M <∞, (x, t) ∈ QT . (4.53)

2 Егер 2 ⩽ d ⩽ 4 және (4.8), (4.9) шарттар орындалса, онда j−ден (және
n−нен) тәуелсiз K1 саны табылып, келесi бағалауды қанағаттандырады

sup
t∈(0,T )

(∥∥∥∥√ρjn(t)u
j
n(t)

∥∥∥∥2
2,Ω

+ κ
∥∥∇uj

n(t)
∥∥2
2,Ω

)
+

µ

T∫
0

∥∥∇uj
n(t)
∥∥2
2,Ω
dt ⩽ K1.

(4.54)

3 Егер 2 ⩽ d ⩽ 4 және (4.8), (4.9), (4.11) шарттар орындалса, онда j−ден
(және n−нен) тәуелсiз K2 саны табылып, келесi бағалауды қанағаттан-
дырады

T∫
0

(∥∥∥∥√ρjn(t)
∂uj

n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

+ κ

∥∥∥∥∂∇uj
n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

)
dt ⩽ K2. (4.55)

4 Егер 2 ⩽ d ⩽ 3 және (4.8), (4.10), (4.11) шарттар орындалса, онда j−ден
(және n−нен) тәуелсiз K3 саны табылып, келесi бағалауды қанағаттан-
дырады

κ sup
t∈(0,T )

∥∥D2uj
n(t)
∥∥2
2,Ω

+ µ

T∫
0

∥∥D2uj
n(t)
∥∥2
2,Ω
dt ⩽ K3. (4.56)

5 Егер 2 ⩽ d ⩽ 3 және (4.8), (4.10), (4.11) шарттар орындалса, онда j−ден
(және n−нен) тәуелсiз K4 саны табылып, келесi бағалауды қанағаттан-
дырады

κ2
T∫

0

∥∥∥∥∂D2uj
n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

dt ⩽ K4. (4.57)
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Ендi (4.11) ұйғарымының орнына (4.12) ұйғарымы ескерiлiп, 4.1-сөйлемнiң
нәтижелерiн жақсарту мақсатында бағалаулар тұжырымдалады.
Сөйлем 4.2. Айталық, uj

n, ρjn және pjn функциялары (4.39), (4.40) және
(4.51) өрнектерiмен анықталған (4.33)-(4.37) есептiң әлсiз жуық шешiм-
дерi болсын.
1 Егер 2 ⩽ d ⩽ 4 және (4.8), (4.9), (4.12) шарттар орындалса, онда j−ден

(және n−нен) тәуелсiз K ′
2 саны табылып, келесi бағалауды қанағаттан-

дырады

sup
t∈[0,T ]

(∥∥∥∥√ρjn(t)
∂uj

n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

+ κ

∥∥∥∥∂∇uj
n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

)
⩽ K ′

2. (4.58)

2 Егер 2 ⩽ d ⩽ 3 және (4.8), (4.10), (4.12) шарттар орындалса, онда j−ден
(және n−нен) тәуелсiз K ′

4 саны табылып, келесi бағалауды қанағаттан-
дырады

κ2 sup
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∂D2uj
n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

⩽ K ′
4. (4.59)

Ең алдымен, 4.1 және 4.2-сөйлемдердiң дәлелдеуiне кiрiспес бұрын (4.2) тең-
деуде κ = 0 жағдайда, яғни Навье-Стокс теңдеуi үшiн алынған нәтижелерге
талдау жасайық.
Ескерту 4.2. 1 Айта кету керек, (4.54) априорлық бағалауы [94, 4-лемма]-

да алынған едi, алайда, бұл жұмыста авторлар f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) деген
ғана шарт қойып отыр. Сондай-ақ, төмендегi (4.66) ((4.86) де қараңыз)
априорлық бағалаудың көмегiмен (4.54) өрнекте κ релаксация коэффици-
ентiн µ тұтқырлық коэффициентiмен алмастыруға болатын көру оңай.

2 Ал, (4.56) априорлық бағалауы бастапқы тығыздықтың вакуум болуы-
на немесе болмауына тәуелдi емес. Әйтсе де, ρ0 бастапқы тығыздықтың
оң болғандағы нәтижелер [70, 3-теорема] мақалада басқа тәсiл арқылы
дәлелдендi. Сондай-ақ, төмендегi (4.86) априорлық бағалаудың көмегiмен
(4.56) өрнекте κ релаксация коэффициентiн µ тұтқырлық коэффициентi-
мен алмастыруға болатын көру оңай.

Дәлелдеуi 36. (4.1-сөйлем) Дәлелдеудi жеңiлдету мақсатында бiрнеше
тармақтарға бөлiнiп қарастырылады.
1 [70, 1-теорема] ( [95, 1.2-лемма] да қараңыз) дәлелдеуiн талдай отырып

және (4.47) өрнекпен бiрге максимум принципiн қолданып (4.53) өрнек
орындылығы дәлелденедi. Сондай-ақ, uj

n соленоидылығын, uj
n = 0, x ∈ ∂Ω

шартын (4.42) және (4.43)3-пен бiрге қолданып, барлық t ⩾ 0 және 1 ⩽
q ⩽ ∞ үшiн келесi өрнек тұжырымдалады

∥∥ρjn(t)∥∥qq,Ω =

t∫
0

∂

∂s

∥∥ρjn(s)∥∥qq,Ω ds+ ∥∥∥ρj0,n∥∥∥qq,Ω =
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−
t∫

0

∫
Ω

∇
(
|ρjn(s)|q

)
· uj

n(s) dxds+
∥∥∥ρj0,n∥∥∥q

q,Ω
=
∥∥∥ρj0,n∥∥∥q

q,Ω
. (4.60)

2 (4.50) өрнектi ψψψ = uj
n(t)-ға көбейтiп, шыққан нәтиженi 0 мен t ∈ (0, T )

аралығында интегралдап, (4.42) үзiлiссiздiк теңдеуi мен uj
n соленои-

дылығын ескерiп, (4.43) бастапқы шартты қолдансақ, онда төмендегi
теңдiк қорытылады

1

2

∥∥∥∥√ρjn(t)u
j
n(t)

∥∥∥∥2
2,Ω

+
κ

2

∥∥∇uj
n(t)
∥∥2
2,Ω

+ µ

t∫
0

∥∥∇uj
n(s)

∥∥2
2,Ω
ds =

1

2

∥∥∥∥√ρj0,nu
j
0,n

∥∥∥∥2
2,Ω

+
κ

2

∥∥∥∇uj
0,n

∥∥∥2
2,Ω

+

t∫
0

∫
Ω

ρjn(s)f(s)u
j
n(s)dxds

(4.61)

Ендi (4.61) өрнектегi соңғы қосылғышты Гельдер және Коши теңсiздiк-
терiн қолданып бағаласақ, онда келесi теңсiздiк алынады

t∫
0

∫
Ω

ρjn(s)f(s)u
j
n(s)dxds ⩽

1

4

t∫
0

∥∥∥∥√ρjn(s)u
j
n(s)

∥∥∥∥2
2,Ω

ds+

t∫
0

∥∥∥∥√ρjn(s)f(s)

∥∥∥∥2
2,Ω

ds.

(4.62)

Сөйтiп, (4.62) теңсiздiктi (4.61) теңдiкке ескерiп және (4.47)-(4.48),
(4.49)1 өрнектерiмен бiрге (4.53) шартты қолдансақ, онда

1

4

∥∥∥∥√ρjn(t)u
j
n(t)

∥∥∥∥2
2,Ω

+
κ

2

∥∥∇uj
n(t)
∥∥2
2,Ω

+ µ

t∫
0

∥∥∇uj
n(s)

∥∥2
2,Ω
ds ⩽

M

2
∥u0∥22,Ω +

κ

2
∥∇u0∥22,Ω +

1

2

t∫
0

∥∥∥∥√ρjn(s)u
j
n(s)

∥∥∥∥2
2,Ω

ds+M

t∫
0

∥f(s)∥22,Ω ds

теңсiздiгi тұжырымдалады. Оған Гронуолл теңсiздiгiн қолда-
нып және t ∈ (0, T ) бойынша супремум алсақ, онда K1 =

C
(
M,κ, ∥u0∥2,Ω , ∥∇u0∥2,Ω , ∥f∥L2(QT )

, T
)

оң тұрақтысы үшiн (4.54)
бағалауы қорытылады.
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3 Келесi (4.50) өрнектi ψψψ = ∂uj
n(t)
∂t функциясын көбейтсек, онда

µ

2

d

dt

∥∥∇uj
n(t)
∥∥2
2,Ω

+

∥∥∥∥√ρjn(t)
∂uj

n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

+ κ

∥∥∥∥∂∇uj
n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

=

J(t) +

∫
Ω

ρjn(t)f(t) ·
∂uj

n(t)

∂t
dx,

(4.63)

теңдiгi алынады, мұндағы

J(t) := −
∫
Ω

ρjn(t)
(
uj
n(t) · ∇

)
uj
n(t) ·

∂uj
n(t)

∂t
dx.

Олай болса, (4.63) өрнектегi соңғы қосылғышты (4.62) теңдiк секiлдi
бағалағанда, онда төмендегi теңсiздiк шығады∫
Ω

ρjn(t)f(t) ·
∂uj

n(t)

∂t
dx ⩽

1

2

∥∥∥∥√ρjn(t)
∂uj

n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

+
1

2

∥∥∥∥√ρjn(t)f(t)

∥∥∥∥2
2,Ω

. (4.64)

Сондай-ақ, J(t) функционалын бағалау үшiн (4.53) өрнек пен Коши және
Гельдер теңсiздiктерiн бiрге қолдансақ, онда

|J(t)| ⩽M
∥∥uj

n(t)
∥∥
d,Ω

∥∥∇uj
n(t)
∥∥
2,Ω

∥∥∥∥∂uj
n(t)

∂t

∥∥∥∥
2∗,Ω

, 2 ⩽ d ⩽ 4

⩽C1

∥∥∇uj
n(t)
∥∥2
2,Ω

∥∥∥∥∂∇uj
n(t)

∂t

∥∥∥∥
2,Ω

⩽
κ

2

∥∥∥∥∂∇uj
n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

+ C2

(
sup

t∈(0,T )

∥∥∇uj
n(t)
∥∥2
2,Ω

)2

(4.65)

теңсiздiгi шығады, мұндағы C1 = C(d,M,Ω) және C2 = C(M,κ, d,Ω) оң
тұрақтылар. Мұнан әрi (4.64) және (4.65) бағалауларды (4.63) өрнек-
ке қойып, шыққан нәтиженi 0 мен t ∈ (0, T ) аралығында интегралдап,
сондай-ақ, (4.43) бастапқы шарт пен (4.54) бағалауды ескерсек, онда

µ
∥∥∇uj

n(t)
∥∥2
L2(Ω)

+

t∫
0

(∥∥∥∥√ρjn(s)
∂uj

n

∂s
(s)

∥∥∥∥2
2,Ω

+ κ

∥∥∥∥∂∇uj
n(s)

∂s

∥∥∥∥2
2,Ω

)
ds ⩽

µ
∥∥∥∇uj

0,n

∥∥∥2
2,Ω

+ ∥f(t)∥22,Ω + C,

бағалауы алынады, мұндағы C = C(M,κ, d,K1,Ω, T ) оң тұрақты. Соңғы
бағалауды (0, T ) бойынша супремумдап және (4.49)1-дi ескерсек, онда
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T∫
0

(∥∥∥∥√ρjn(t)
∂uj

n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

+ κ

∥∥∥∥∂∇uj
n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω)

)
dt+

µ sup
t∈(0,T )

∥∥∇uj
n(t)
∥∥2
2,Ω

⩽ K2

(4.66)

бағалауы қорытылады, мұндағы K2 = C
(
M,µ, κ, d, ∥f∥L2(QT )

,Ω, T,K1

)
оң тұрақты. Сонымен бiрге, (4.54) өрнектi ескерсек, онда (4.66) бағала-
удан (4.55) бағалауы тұжырымдалады.

4 Ендi (4.50) теңдiктi ψψψ = A(uj
n(t))-ға көбейтсек, онда

− κ

∫
Ω

∂∆uj
n(t)

∂t
A(uj

n(t)) dx− µ

∫
Ω

∆uj
n(t)A(uj

n(t)) dx =

∫
Ω

ρjn(t)f(t)A(uj
n(t)) dx−

∫
Ω

ρjn(t)

[
∂uj

n(t)

∂t
+

(
uj
n(t) · ∇

)
uj
n(t)
]
A(uj

n(t)) dx.

(4.67)

теңдiгi алынады, мұндағы A бейнелеуi (41) өрнекпен анықталған Стокс
операторы. Егер (4.39) түрiндегi uj

n фукнциясын ескерiп, (45) және
(4.38) өрнектерiмен бiрге (41) Стокс операторының сызықтылығын қол-
дансақ, онда төмендегi өрнек алынады

− κ

∫
Ω

∂∆uj
n(t)

∂t
· A(uj

n(t)) dx =
κ

2

d

dt

∫
Ω

|A(uj
n(t))|2 dx,

− µ

∫
Ω

∆uj
n(t) · A(uj

n(t)) dx = µ

∫
Ω

|A(uj
n(t))|2 dx.

Соңғы теңдiктердiң көмегiмен (4.67) өрнекке ауыстыру жасағанда, ке-
лесi теңдiк алынады

κ

2

d

dt

∥∥A(uj
n(t))

∥∥2
2,Ω

+ µ
∥∥A(uj

n(t))
∥∥2
2,Ω

=∫
Ω

ρjn(t)

[
f(t)− ∂uj

n(t)

∂t
−
(
uj
n(t) · ∇

)
uj
n(t)

]
· A(uj

n(t)) dx.
(4.68)

Мұнан кейiн Гелдер, Коши және Минковский теңсiздiктерiн (4.53) өр-
некпен бiрге қолдансақ, онда

κ
d

dt

∥∥A(uj
n(t))

∥∥2
2,Ω

+ µ
∥∥A(uj

n(t))
∥∥2
2,Ω

⩽

C

∥f(t)∥22,Ω +

∥∥∥∥√ρjn(t)
∂uj

n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

+

∫
Ω

|uj
n(t)|2|∇uj

n(t)|2dx

 (4.69)
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теңсiздiгi шығады, мұндағы C = C(µ,M). Алынған теңсiзiдiктi 0 мен
t ∈ (0, T ) аралығында интегралдап және (0, T ) бойынша супремум алған-
да келесi теңсiздiк қорытылады

κ sup
t∈(0,T )

∥∥A(uj
n(t))

∥∥2
2,Ω

+ µ

T∫
0

∥∥A(uj
n(s))

∥∥2
2,Ω
ds ⩽ κ

∥∥∥A(uj
0,n)
∥∥∥2
2,Ω

+

C

T∫
0

∥f(t)∥22,Ω +

∥∥∥∥√ρjn(t)
∂uj

n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

+

∫
Ω

|uj
n|2|∇uj

n|2dx

 dt.

(4.70)

Ендi, (48) өрнектi (38), (41) және (4.44) өрнектерiмен бiрге ескерсек,
онда келесi нәтиженi тұжырымдауға болады∥∥D2(uj

n(t))
∥∥
2,Ω

⩽ C1

∥∥A(uj
n(t))

∥∥2
2,Ω
, (4.71)∥∥∥A(uj

0,n)
∥∥∥2
2,Ω

⩽ C2

∥∥∥∆uj
0,n

∥∥∥2
2,Ω

⩽ C3

∥∥∥D2uj
0,n

∥∥∥2
2,Ω

(4.72)

мұндағы C1 = C(µ,Ω), C2 = C(µ) және C3 = C(µ, d) оң тұрақтылар.
Айта кету керек, (4.72) теңсiздiкте ψψψi ∈ H2(Ω) ∩ V ((4.38) қараңыз)
меншiктi функциялар үшiн P Лере проекциясы мен Лаплас операто-
рының арасындағы байланыс қолданылды, сондай-ақ, P симметриялығын
пайдаланып Лаплас операторы үшiн де (4.38) өрнектi дәлелдеуге болады.
Олай болса, (4.71)-(4.72) теңсiздiктердi (4.70) өрнекке қолданғанда, онда

κ sup
t∈(0,T )

∥∥D2uj
n(t)
∥∥2
2,Ω

+ µ

T∫
0

∥∥D2uj
n(s)

∥∥2
2,Ω
ds ⩽ C

(∥∥∥D2uj
0,n

∥∥∥2
2,Ω

+

T∫
0

∥f(s)∥22,Ω +

∥∥∥∥√ρjn(s)
∂uj

n(s)

∂s

∥∥∥∥2
2,Ω

+

∫
Ω

|uj
n(s)|2|∇ujn(s)|2dx

 ds


(4.73)

теңсiздiгi алынады, мұндағы C = C(µ, κ,M, d,Ω). Екiншi жағынан,
Гельдер, Коши және (32)-(33), (37) Соболев теңсiздiктерiнiң көмегiмен

T∫
0

∫
Ω

|uj
n(s)|2|∇uj

n(s)|2dxds ⩽

T∫
0

∥uj
n(t)∥2∗,Ω∥uj

n(t)∥q,Ω∥∇uj
n(t)∥2,Ω∥∇uj

n(t)∥2∗,Ωdt
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(
1

2∗
+

1

q
+

1

2
+

1

2∗
= 1 ⇔ q =

2d

4− d
, 2 ⩽ d ⩽ 3

)

⩽ C1 sup
t∈(0,T )

∥∇uj
n(t)∥22,Ω

t∫
0

∥∇uj
n(s)∥2,Ω∥D2uj

n(s)∥2,Ωds

⩽ C2

t∫
0

∥∇uj
n(s)∥2,Ω∥D2uj

n(s)∥2,Ωds

⩽ C3

t∫
0

∥∇uj
n(s)∥22,Ωds+

µ

2C

t∫
0

∥D2uj
n(s)∥22,Ωds, (4.74)

теңсiздiгi қорытылады, мұндағы C1 = C(d,Ω), C2 = C(κ, d,Ω, K1),
C3 = C(µ, κ,M, d,Ω, K1) оң тұрақтылар, ал C тұрақтысы (4.73) өрнек-
тен белгiлi оң сан. Егер (4.74) теңсiздiктi (4.73) өрнекке қойып және
(4.49)2 шартты қолданып, сонымен қатар (4.54) және (4.55) бағалау-
ларды ескерсек, онда K3 = C(µ, κ,M, d,Ω,

∥∥D2u0

∥∥
L2(Ω)

, ∥f∥L2(QT )
, K1, K2)

оң тұрақтысы үшiн (4.56) бағалауы тұжырымдалады.
5 Бұл жағдайда, Гельдер және Коши теңсiздiктерiн (4.53) өрнекпен бiрге

пайдаланып, (4.63) өрнектiң оң жағын бағаласақ, онда∫
Ω

ρjn(t)f(t) ·
∂uj

n(t)

∂t
dx ⩽

1

4

∥∥∥∥√ρjn(t)
∂uj

n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

+

∥∥∥∥√ρjn(t)f(t)

∥∥∥∥2
2,Ω

, (4.75)

|J(t)| ⩽ 1

4

∥∥∥∥√ρjn(t)
∂uj

n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

+M

∫
Ω

|ujn(t)|2|∇uj
n(t)|2dx (4.76)

теңсiздiктерi шығады. Соңғы (4.75) және (4.76) теңсiздiктердi (4.63)
өрнекке ескерiп, сондай-ақ, 0 мен t ∈ (0, T ) аралығында интегралдасақ,
онда келесi теңсiздiк қорытылдаы

µ
∥∥∇uj

n(t)
∥∥2
2,Ω

+

t∫
0

(∥∥∥∥√ρjn(s)
∂uj

n

∂s
(s)

∥∥∥∥2
2,Ω

+ κ

∥∥∥∥∂∇ujn(s)∂s

∥∥∥∥2
2,Ω

)
ds ⩽

µ
∥∥∥∇uj

0,n

∥∥∥2
2,Ω

+ 2

t∫
0

∥f(s)∥22,Ω ds+ 2M

t∫
0

∫
Ω

|uj
n(s)|2|∇uj

n(s)|2dxds.

(4.77)

Екiншi жағынан, ∂Ω ∈ C2 болғандықтан, 7-лемманы пайдаланып, ке-
лесi Стокс есебiнiң әлсiз шешiмдерi, яғни (w, p) : w ∈ H2(Ω) және
p ∈ H1(Ω),

∫
Ω p(x)dx = 0 жалғыз түрде табылатын дәлелдеуге болады

divw = 0,x ∈ Ω, (4.78)
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− µ∆w +∇p = ρjn(t)

[
f(t)− ∂uj

n(t)

∂t
+
(
uj
n(t) · ∇

)
uj
n(t)

]
,x ∈ Ω, (4.79)

w = 0, x ∈ ∂Ω. (4.80)

Сондай-ақ, C2 = C(µ,Ω) оң тұрақтысы үшiн келесi теңсiздiк орынды

∥w∥H2(Ω) + ∥p∥H1(Ω) ⩽

C2

∥∥∥∥ρjn(t) [f(t)− ∂uj
n(t)

∂t
+
(
uj
n(t) · ∇

)
uj
n(t)

]∥∥∥∥
2,Ω

.
(4.81)

Ескерер жәйт, кез келген t ∈ (0, T ) үшiн σ = κ
µ мәнiмен бiрге w =

uj
n(t) + σ ∂uj

n(t)
∂t және p = pjn(t) функциялары (4.78)-(4.80) Стокс есебiн

қанағаттандырады, демек, (4.81) өрнектен келесi бағалау алынады

µ2
∥∥D2uj

n(t)
∥∥2
2,Ω

+ µκ
d

dt

∥∥D2uj
n(t)
∥∥2
2,Ω

+ κ2
∥∥∥∥∂D2uj

n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

⩽ C3×M ∥f(t)∥22,Ω +

∥∥∥∥√ρjn(t)
∂uj

n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

+M

∫
Ω

|uj
n(t)|2|∇uj

n(t)|2dx

 ,

(4.82)

мұндағы C3 = C(µ,M,Ω) оң тұрақты. Соңғы өрнектi 0 мен t ∈ (0, T )
аралығында интегралдап және (4.43) бастапқы шартты ескереск, онда

µ2
t∫

0

∥∥D2uj
n(s)

∥∥2
2,Ω
ds+ µκ

∥∥D2uj
n(t)
∥∥2
2,Ω

+ κ2
t∫

0

∥∥∥∥∂D2uj
n(s)

∂s

∥∥∥∥2
2,Ω

ds

⩽ µκ
∥∥∥D2uj

0,n

∥∥∥2
2,Ω

+ C3

M t∫
0

∥f(s)∥22,Ω ds+

t∫
0

∥∥∥∥√ρjn(s)
∂uj

n

∂s
(s)

∥∥∥∥2
2,Ω

ds+M

t∫
0

∫
Ω

|uj
n(s)|2|∇uj

n(s)|2dxds

 .

(4.83)

теңсiздiгi тұжырымдалады. Жеткiлiктi аз δ > 0 саны C3δ < 1
2

теңсiздiктi қанағаттандырса, онда (4.77) және (4.83) теңсiздiктерiнен

t∫
0

(
1

2

∥∥∥∥√ρjn(s)
∂uj

n

∂s
(s)

∥∥∥∥2
2,Ω

+ 2κ

∥∥∥∥∂∇uj
n(s)

∂s

∥∥∥∥2
2,Ω

)
ds+ µ

∥∥∇uj
n(t)
∥∥2
2,Ω

+

δ

µ2 t∫
0

∥∥D2uj
n(s)

∥∥2
2,Ω
ds+ µκ

∥∥D2uj
n(t)
∥∥2
2,Ω

+ κ2
t∫

0

∥∥∥∥∂D2uj
n(s)

∂s

∥∥∥∥2
2,Ω

ds

 ⩽
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⩽ µ
∥∥∥∇uj

0,n

∥∥∥2
2,Ω

+ δµκ
∥∥∥D2uj

0,n

∥∥∥2
2,Ω

+

C4

t∫
0

∥f(s)∥22,Ω ds+ C5

t∫
0

∫
Ω

|uj
n(s)|2|∇uj

n(s)|2dxds
(4.84)

теңсiздiгi шығады, мұндағы C4 = C(M) және C5 = C(M) оң тұрақты-
лар. Жоғарыдағы теңсiздiкте соңғы қосылғыш (4.74) өрнек секiлдi баға-
ланады, бiрақ жеткiлiктi аз δ саны үшiн Коши теңсiздiгiнiң соңғы бөлiгi
қолданылады, демек,

t∫
0

∫
Ω

|uj
n(s)|2|∇uj

n(s)|2dxds ⩽ C6

t∫
0

∥∇uj
n(s)∥2,Ω∥D2uj

n(s)∥2,Ωds

⩽C6

2C7µ
2

δ

t∫
0

∥∥∇uj
n(s)

∥∥2
2,Ω
ds+

δµ2

2C7

t∫
0

∥∥D2uj
n(s)

∥∥2
2,Ω
ds

 ,

(4.85)

мұндағы C6 = C2

µ және C7 = C6C5, ал C2 мен C5 тұрақтылары, сәй-
кесiнше, (4.74) және (4.84) өрнектерден белгiлi. (4.85) теңсiздiктi (4.84)
өрнекке ескерiп, жоғарыдағы шарттар үшiн δ санын таңдап, алынған
теңсiздiктен (0, T ) бойынша супремумдап және(4.49) бастапқы шарт
пен қайтадан (4.54) бағалауды қолдансақ, төмендегi бағалау тұжырым-
далады

µ sup
t∈(0,T )

(∥∥∇uj
n(t)
∥∥2
2,Ω

+ κ
∥∥D2uj

n(t)
∥∥2
2,Ω

)

+

T∫
0

(∥∥∥∥√ρjn(t)
∂uj

n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

+ κ

∥∥∥∥∂∇uj
n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

)
dt

+ µ2
T∫

0

∥∥D2uj
n(t)
∥∥2
2,Ω
dt+ κ2

T∫
0

∥∥∥∥∂D2uj
n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

dt ⩽ K4,

(4.86)

мұндағы K4 = C
(
M,µ, κ, d,Ω, ∥u0∥2,Ω , ∥∇u0∥2,Ω ,

∥∥D2u0

∥∥
2,Ω
, ∥f∥L2(QT )

, K1

)
оң тұрақты. Егер (4.54), (4.55) және (4.56) бағалауларды ескере отырып,
(4.86) бағалаудан қажеттi нәтиже (4.57) бағалау алынады.
Ескерту 4.3. (4.57) бағалауды және (4.56) бағалаудың тармағын басқа жол-
мен де алуға болады. Ол үшiн (4.50) теңдiктi ψψψ = A

(
∂uj

n(t)
∂t

)
-ға көбейтсек,
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онда төмендегi теңдiк шығады

µ

2

d

dt

∥∥A(uj
n(t))

∥∥2
2,Ω

+ κ

∥∥∥∥A(∂uj
n(t)

∂t

)∥∥∥∥2
2,Ω

=∫
Ω

ρjn(t)

[
f(t)− ∂uj

n(t)

∂t
−
(
uj
n(t) · ∇

)
uj
n(t)

]
· A
(
∂uj

n(t)

∂t

)
dx.

(4.87)

мұндағы A бейнелеуi (41) өрнектен белгiлi Стокс операторы. Егер (4.70) өр-
нек үшiн алынған нәтижелердi қайталасақ, онда төмендегi теңсiздiк алынады

µ

2
sup

t∈(0,T )

∥∥A(uj
n(t))

∥∥2
2,Ω

+
κ

2

T∫
0

∥∥∥∥A(∂uj
n(t)

∂t

)∥∥∥∥2
2,Ω

dt ⩽

C

∥∥∥A(uj
0,n)
∥∥∥2
2,Ω

+

T∫
0

∥f(t)∥22,Ω dt+
T∫

0

∥∥∥∥√ρjn(t)
∂ujn(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

dt+

T∫
0

∫
Ω

|uj
n|2|∇ujn|2dxdt

 ,

(4.88)

мұндағы C = C(κ) оң тұрақты. Олай болса, (4.71)-(4.72) және∥∥∥∥D2

(
∂uj

n(t)

∂t

)∥∥∥∥
2,Ω

⩽ C(µ,Ω)

∥∥∥∥A(∂uj
n(t)

∂t

)∥∥∥∥2
2,Ω

,

теңсiздiктердi қолдансақ, онда келесi теңсiздiк тұжырымдалады

µ sup
t∈(0,T )

∥∥D2
(
uj
n(t)
)∥∥2

2,Ω
+ κ

T∫
0

∥∥∥∥∥∂D2
(
uj
n(t)
)

∂t

∥∥∥∥∥
2

2,Ω

dt ⩽

C

∥∥∥D2(uj
0,n)
∥∥∥2
2,Ω

+

T∫
0

∥f(t)∥22,Ω dt+

T∫
0

∥∥∥∥√ρjn(t)
∂uj

n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

dt+

T∫
0

∫
Ω

|uj
n(t)|2|∇uj

n(t)|2dxdt

 .

(4.89)

Жоғарыдағы теңсiздiкте соңғы қосылғышты бағалау үшiн (4.74) өрнектен
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өзгеше түрде төмендегiдей бағалау алынады
T∫

0

∫
Ω

|uj
n(t)|2|∇uj

n(t)|2dxdt ⩽

C1 sup
t∈(0,T )

∥∇uj
n(t)∥22,Ω

T∫
0

∥∇uj
n(t)∥2,Ω∥D2uj

n(t)∥2,Ωdt ⩽

C2

 T∫
0

∥∇uj
n(t)∥22,Ωdt+

µ

2CC2T

T∫
0

∥D2uj
n(t)∥22,Ωdt

 ⩽

C2

T∫
0

∥∇uj
n(t)∥22,Ωdt+

µ

2C
sup

t∈(0,T )
∥D2uj

n(t)∥22,Ω,

(4.90)

мұндағы C1 = C(d,Ω), C2 = C(µ, d,Ω, T,K1) оң тұрақтылар және C

тұрақтысы (4.89) өрнектен белгiлi оң сан. (4.90) теңсiздiктi (4.89) өрнекке
қойып, сонымен қатар (4.49)2 бастапқы шарт пен (4.54) және (4.55) бағалар-
ларды пайдалансақ, онда келесi бағалау тұжырымдалады

µ sup
t∈(0,T )

∥∥D2uj
n(t)
∥∥2
2,Ω

+ κ

T∫
0

∥∥∥∥∥∂D2
(
uj
n(t)
)

∂t

∥∥∥∥∥
2

2,Ω

dt ⩽ K, (4.91)

мұндағы K = C(µ,M, d,Ω, T,
∥∥D2u0

∥∥
L2(Ω)

, ∥f∥L2(QT )
, K1, K2) оң тұрақты.

Қорыта айтқанда, (4.91) өрнектен (4.57) бағалау алынады.
Алайда (4.58) және (4.59) бағалауды дәлелдеуге кiрiспестен бұрын, ай-

та керту керек, (4.57) бағалауды тұжырымдау мақсатында 4.3-ескертуде ту-
ра әдiс арқылы алынған (4.91) бағалаудың 4.1-сөйлемдi дәлелдеуде алынған
(4.86) өрнектен ерекшелiгi дәлелдеу барысында кейбiр ақпаратты жоғалту-
мыз мүмкiн. Сонымен қатар, 4.1-сөйлемнiң дәлелдеу жолы (4.59) бағалауды
алуда үлкен ықпалын тигiзедi.
Дәлелдеуi 37. (4.2-сөйлем) Дәлелдеу екi кезеңнен тұрады.
1 (4.63) теңдiктi келесi түрде қайта жазайық∥∥∥∥√ρjn(t)

∂uj
n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

+ κ

∥∥∥∥∂∇uj
n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

=

− µ

∫
Ω

∇uj
n(t) :

∂∇uj
n(t)

∂t
dx+ J(t) +

∫
Ω

ρjn(t)f(t) ·
∂uj

n(t)

∂t
dx.

(4.92)

Сөйтiп, (4.65) үшiн алынған бағалау секiлдi есептеулер жасасақ

|J(t)| ⩽ κ

4

∥∥∥∥∂∇uj
n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

+ C

(
sup

t∈(0,T )

∥∥∇uj
n(t)
∥∥2
2,Ω

)2

, (4.93)
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мұндағы C = C(M,κ, d,Ω) оң тұрақты. Коши теңсiздiгiнен келесi тұ-
жырым қорытылады∣∣∣∣∣∣−µ

∫
Ω

∇uj
n(t) :

∂∇uj
n(t)

∂t
dx

∣∣∣∣∣∣ ⩽ κ

4

∥∥∥∥∂∇uj
n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

+
µ2

κ

∥∥∇uj
n(t)
∥∥2
2,Ω
. (4.94)

(4.64) және (4.93)-(4.94) теңсiздiктердi (4.92) өрнекке ескерсек, онда

1

2

∥∥∥∥√ρjn(t)
∂uj

n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

+
κ

2

∥∥∥∥∂∇uj
n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

⩽

µ2

κ

∥∥∇uj
n(t)
∥∥2
2,Ω

+ C

(
sup

t∈(0,T )

∥∥∇uj
n(t)
∥∥2
2,Ω

)2

+
1

2

∥∥∥∥√ρjn(t)f(t)

∥∥∥∥2
2,Ω

.

(4.95)

теңсiздiгi алынады. Мұнан әрi қарай (0, T ) бойынша (4.95) теңсiздiк-
тен супремум алып, (4.12) ұйғарымды және (4.53), (4.54) бағалауларды
ескерсек, онда K ′

2 = C
(
M,µ, κ, d,Ω, ∥f∥L∞(0,T ;L2(Ω)) , K1

)
оң тұрақтысы

үшiн (4.58) бағалауы тұжырымдалады.
2 Бұл жағдайды дәлелдеуге (4.82) өрнектi келесi түрде қайта жазайық

µ2
∥∥D2uj

n(t)
∥∥2
2,Ω

+ κ2
∥∥∥∥∂D2uj

n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

⩽

− 2µκ

∫
Ω

D2uj
n(t) :

∂D2uj
n(t)

∂t
dx+ C3

(
M ∥f(t)∥22,Ω+

∥∥∥∥√ρjn(t)
∂uj

n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

+M

∫
Ω

|uj
n(t)|2|∇uj

n(t)|2dx

 .

(4.96)

Сөйтiп, (4.74) өрнекке алынған бағалау секiлдi есептеулер жасасақ, онда

κ2
∥∥∥∥∂D2uj

n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

⩽ C4

(
∥f(t)∥22,Ω+∥∥∥∥√ρjn(t)

∂uj
n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

+
∥∥∇uj

n(t)
∥∥2
2,Ω

+
∥∥D2uj

n(t)
∥∥2
2,Ω

) (4.97)

теңсiздiгi қорытылады, мұндағы C4 = C(µ, κ,M, d,Ω, K1) оң тұрақты.
Сондай-ақ,(4.97) өрнектен (0, T ) бойынша супремумдап, (4.12) шартпен

(4.53), (4.54), (4.56) және (4.58) бағалауларды бiрге қолдансақ, онда K ′
4 =

C(µ, κ,M ∗, d,Ω, K1, K3, K
′
2) оң тұрақтысы үшiн (4.59) бағалауы шығады.

Сөйлем 4.3. Айталық, 2 ⩽ d ⩽ 3 және uj
n, ρjn және pjn функциялары,

сәйкесiнше, (4.39), (4.40) және (4.51) өрнектермен анықталған (4.33)-(4.37)
есептiң әлсiз жуық шешiмдерi болсын.
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1 Егер (4.8), (4.9), (4.11) шарттар орындалса, онда j−ден (және n−нен)
тәуелсiз K5 оң тұрақтысы табылып және ол төмендегi бағалауды қа-
нағаттандырады

T∫
0

∥∥∇pjn(t)∥∥22,Ω dt ⩽ K5 (4.98)

2 Егер (4.8), (4.9), (4.12) шарттар орындалса, онда j−ден (және n−нен)
тәуелсiз K6 оң тұрақтысы табылып және ол төмендегi бағалауды қа-
нағаттандырады

sup
t∈[0,T ]

∥∥∇pjn(t)∥∥22,Ω ⩽ K6. (4.99)

Дәлелдеуi 38. 1 Кiшкене артқа көз салып, (4.78)-(4.80) Стокс есебi
және онымен байланысты (4.81) регулярлылықты еске түсiрейiк. Со-
нымен қатар, (4.82), (4.81) өрнектерден келесi теңсiздiк қорытылады

µ2
∥∥D2uj

n(t)
∥∥2
2,Ω

+ µκ
d

dt

∥∥D2uj
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∥∥2
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∥∥∥∥2
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|uj
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n(t)|2dx


(4.100)

мұндағы C3 = C(µ,M,Ω) оң тұрақты. Сөйтiп, (4.86) өрнек үшiн алы-
нған бағалаулар секiлдi есептеулер жасасақ, онда

µ sup
t∈(0,T )

(∥∥∇uj
n(t)
∥∥2
2,Ω

+ κ
∥∥D2uj
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)
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T∫
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∂uj
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2,Ω

)
dt

+ µ2
T∫
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∥∥D2uj
n(t)
∥∥2
2,Ω
dt+ κ2

T∫
0

∥∥∥∥∂D2uj
n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

dt+

T∫
0

∥∥∇pjn(t)∥∥22,Ω dt ⩽ K4,

(4.101)

бағалауы қорытылады, мұндағы K4 оң тұрақты. Сондай-ақ, (4.101) өр-
нектен (4.98) бағалау алынады, мұндағы K5 = K4, ал K4 тұрақтысы
(4.57) өрнекпен берiлген.
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2 Бұл жағдайда, (4.96) өрнекке ұқсас түрде (4.100) өрнектi қайта жаз-
сақ, онда келесi теңсiздiк тұжырымдалады

µ2
∥∥D2uj

n(t)
∥∥2
2,Ω

+ κ2
∥∥∥∥∂D2uj

n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

+
∥∥∇pjn(t)∥∥22,Ω ⩽

− 2µκ

∫
Ω

D2uj
n(t) :

∂D2uj
n(t)

∂t
dx+ C3

(
∥f(t)∥22,Ω+

∥∥∥∥√ρjn(t)
∂uj

n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

+

∫
Ω

|uj
n(t)|2|∇uj

n(t)|2dx

 .

(4.102)

Ендi (4.102) өрнектi ескерiп, (4.97) үшiн алынған бағалау секiлдi есеп-
теулер жасасақ, онда төмендегi теңсiздiк қорытылады

∥∥∇pjn(t)∥∥22,Ω ⩽ C4

(
∥f(t)∥22,Ω +

∥∥∥∥√ρjn(t)
∂uj

n(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

+∥∥∇uj
n(t)
∥∥2
2,Ω

+
∥∥D2uj

n(t)
∥∥2
2,Ω

) (4.103)

мұндағы C4 = C(µ, κ,M, d,Ω, K1) оң тұрақты.
Қорыта айтқанда, (4.59) бағалау (4.97) өрнектiң салдары болып табыла-

ды, сондай-ақ, (4.103) өрнектен (4.99) бағалауды қорытуға болады, мұндағы
K6 = K ′

4, ал K ′
4 тұрақтысы (4.59) өрнектен анықталады.

4.3. Шектiк көшу
j → ∞ шектiк көшу. Бұл бөлiмде, өткен бөлiмдерде басталған 4.1-

теореманың дәлелдеуi жалғасын табады.
Дәлелдеуi 39. (4.1-теорема) (4.54)-(4.59) бағалаулар мен Банах-Алаоғлы
теоремасын ескерсек, онда келесi нәтижелердi тұжырымдауға болады

uj
n ⇀ un әлсiз жинақты L2(0, T ;V)-де, j → ∞, (4.104)

uj
n ⇀ un ∗ −әлсiз жинақты L∞(0, T ;V)-де, j → ∞, (4.105)

uj
n ⇀ un әлсiз жинақты L2(0, T ;H2(Ω))-де, j → ∞, (4.106)

uj
n ⇀ un ∗ −әлсiз жинақты L∞(0, T ;H2(Ω))-де, j → ∞, (4.107)
∂uj

n

∂t
⇀

∂un

∂t
әлсiз жинақты L2(0, T ;V)-де, j → ∞, (4.108)

∂uj
n

∂t
⇀

∂un

∂t
∗ −әлсiз жинақты L∞(0, T ;V)-де, j → ∞, (4.109)

∂uj
n

∂t
⇀

∂un

∂t
әлсiз жинақты L2(0, T ;H2(Ω))-де, (4.110)

∂uj
n

∂t
⇀

∂un

∂t
∗ −әлсiз жинақты L∞(0, T ;H2(Ω))-де, j → ∞ (4.111)
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pjn ⇀ pn әлсiз жинақты L2(0, T ;W1,2(Ω))-де, j → ∞ (4.112)
pjn ⇀ pn ∗ −әлсiз жинақты L∞(0, T ;W1,2(Ω))-де, j → ∞. (4.113)

Олай болса, Обэн-Лионстың компакттiлiк леммасын ((35) 4-лемма),
(4.108) өрнек пен W1,2

0 (Ω) ↪→↪→ L2(Ω) компакттiлi енгiзуiмен бiрге қол-
дансақ, онда uj

n iштiзбегi үшiн төмендегi әлдi жинақтылық орынды

uj
n −−−→

j→∞
un L2(0, T ;L2(Ω))-де. (4.114)

Сондай-ақ, (4.53) өрнектi және Банах-Алаоғлы теоремасын ескерсек, онда
ρjn iштiзбегi үшiн келесi ∗− әлсiз жинақтылық орынды екенiн көруге болады

ρjn ⇀ ρn ∗ −әлсiз жинақты L∞(0, T ;L∞(Ω))-де, j → ∞. (4.115)

Сонымен қатар, ρn жуықтауы төмендегi өрнектердi қанағаттандырады

∂ρn
∂t

+ div(ρnun) = 0, (x, t) ∈ QT , (4.116)

1

n
⩽ ρn ⩽M <∞, (x, t) ∈ QT . (4.117)

Мұнымен қоса, төмендегi

divun = 0, (x, t) ∈ QT , (4.118)

тұжырымын (4.116) өрнекпен бiрге қолданып, (4.53) және (4.54) бағалау-
ларды ескерсек, онда келесi бiрқалыпты шенелгендiктi дәлелдеуге болады

∂ρjn
∂ t

бiрқалыпты шенелген L2(0, T ;W−1,2∗(Ω))-де. (4.119)

Сонымен бiрге, келесi компактiлi және үзiлiссiз енгiзулер орынды

L∞(Ω) ↪→↪→ W−1,∞(Ω) ↪→ W−1,2∗(Ω). (4.120)

Олай болса, (4.53), (4.119) және (4.120) өрнектер арқылы Обэн-Лионс лем-
масын қолданып, ρjn iштiзбегi үшiн келесi әлдi жинақтылық орынды екенiн
аңғаруға болады

ρjn −−−→
j→∞

ρn C([0, T ];W−1,∞(Ω))-де. (4.121)

Сондай-ақ, (4.36)2 және (4.43)3 өрнектердi (4.60) өрнекпен бiрге қолданып
төмендегi теңдiктердi тұжырымдауға болады∥∥ρjn(t)∥∥22,Ω = ∥ρ0,n∥22,Ω және ∥ρn(t)∥22,Ω = ∥ρ0,n∥22,Ω , ∀t ∈ [0, T ]. (4.122)
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Демек, (4.115) және (4.122) өрнектердi (4.121) әлдi жинақтылықпен бiрге
қолданып, барлық t ∈ [0, T ] үшiн келесi өрнек алынады∥∥ρjn(t)− ρn(t)

∥∥2
2,Ω

=
∥∥ρjn(t)∥∥22,Ω − ∥ρn(t)∥22,Ω+

2

∫
Ω

(ρn(t)− ρjn(t))ρ(t) dx −−−→
j→∞

0.
(4.123)

Сөйтiп, (4.117) және (4.123) өрнектерден келесi жинақтылық қорытылады∥∥ρjn(t)− ρn(t)
∥∥2
2,Ω

−−−→
j→∞

0, ∀ q : 2 ⩽ q <∞. (4.124)

Ал, (4.121) және (4.124) өрнектерден

ρjn −−−→
j→∞

ρn әлдi жинақты C([0, T ];Lq(Ω))− де, ∀ q : 2 ⩽ q <∞,

тұжырымы орынды. Соңғы және (4.53) өрнектен

ρjn −−−→
j→∞

ρn әлдi жинақты C([0, T ];Lq(Ω))− де, ∀ q ⩾ 1. (4.125)

әлдi жинақтылық та тұжырымдалады.
Ендi (4.108) және (4.114) жинақтылықтарды (4.117) және (4.125) өр-

нектермен бiрге қолдансақ, онда келесi тұжырымдарды қорытуға болады

ρjn
∂uj

n

∂t
⇀ ρn

∂un

∂t
, әлсiз жинақты L2(0, T ;L2(Ω))-де, j → ∞ (4.126)

ρjnu
j
n → ρnun әлдi жинақтыLr(0, T ;Lr(Ω))-де, мұндағы 1 ⩽ r < 2∗. (4.127)

Сондай-ақ, (4.53), (4.54) және (4.55) өрнектермен (4.114) және (4.125) жи-
нақтылықтарды бiрге ескерiп, келесi жинақтылық қорытуға болады

ρjn(u
j
n · ∇)uj

n −−−→
j→∞

ρn(un · ∇)un, L1(0, T ;L1(Ω))-де. (4.128)

Сонымен бiрге, (4.106) және (4.110) өрнектерден

∆uj
n ⇀ ∆un, әлсiз жинақты L2(0, T ;L2(Ω))-де, j → ∞, (4.129)

∂∆uj
n

∂t
⇀

∂∆un

∂t
, әлсiз жинақты L2(0, T ;L2(Ω))-де, j → ∞. (4.130)

тұжырымдар қорытылады.
Айталық, ζ ∈ C∞

0 ([0, T )) болсын. (4.50) өрнектi ζ функциясына көбейтiп,
содан кейiн 0 мен T аралығында интегралдасақ, онда ψψψ ∈ H2(Ω) ∩V функ-
циясы үшiн төмендегi нәтиже тұжырымдалады∫

QT

[
ρjn
∂uj

n

∂t
+ ρjn

(
uj
n · ∇

)
uj
n − µ∆uj

n − κ
∂∆uj

n

∂t

]
·ψψψ ζ dxdt =

∫
QT

ρjnf ·ψψψ ζ dxdt
(4.131)
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Сонымен қатар, (4.52) өрнек үшiн де жоғарыдағы секiлдi есептеулер жа-
сасақ, онда ψψψ ∈ H2(Ω) ∩W1,2

0 (Ω) функциясы үшiн∫
QT

[
ρjn
∂uj

n

∂t
+ ρjn

(
uj
n · ∇

)
uj
n − µ∆uj

n − κ
∂∆uj

n

∂t

]
·ψψψ ζ dxdt−

∫
QT

ρjnf ·ψψψ ζ dxdt =
∫
QT

pjn divψψψ ζ dxdt

(4.132)

теңдiгi қорытылады. Сондай-ақ, (4.42) өрнектi ηηη = ϕϕϕ ζ,ϕϕϕ ∈ C∞
0 (Ω) функци-

ясына көбейтiп, алынған нәтиженi QT цилиндр бойынша интегралдағанда,
онда төмендегi өрнек тұжырымдалады

−
∫
QT

ρjnϕϕϕ ζ
′ dxdt−

∫
QT

ρjnu
j
n ·∇ϕϕϕ ζ dxdt = ζ(0)

∫
Ω

ρj0,nϕϕϕ dx, ∀ ϕϕϕ ∈ C∞
0 (Ω). (4.133)

Мұнан әрi қарай (4.131) өрнектегi әрбiр қосылғыш үшiн (4.126), (4.128),
(4.129)-(4.130) жинақтылықтармен бiрге (4.125) әлдi жинақтылықты пай-
даланып, (4.41) теңдiктен j → ∞ бойынша шекке көшу қорытылады.

Сөйтiп, (4.112), (4.125) және (4.127) жинақтылықтармен қоса (4.46)
әлдi жинақтылық арқылы (4.133) теңдiктен j → ∞ бойынша шекке көшу
тұжырымдалады.

Демек, ψψψ ∈ H2(Ω) ∩V және барлық ζ ∈ C∞
0 ([0, T )) функциялары үшiн∫

QT

[
ρn
∂un

∂t
+ ρn (un · ∇)un − µ∆un − κ

∂∆un

∂t

]
·ψψψζ dx =

∫
QT

ρnf ·ψψψζ dxdt,
(4.134)

∫
QT

[
ρn
∂un

∂t
+ ρn (un · ∇)un − µ∆un − κ

∂∆un

∂t

]
·ψψψ dxdt−

∫
QT

ρnf ·ψψψ ζ dxdt =
∫
QT

pn divψψψ ζ dx

(4.135)

сонымен қатар, ϕϕϕ ∈ C∞
0 (Ω) және барлық ζ ∈ C∞

0 ([0, T )) функциялары үшiн

−
∫
QT

ρnϕϕϕ ζ
′ dxdt−

∫
QT

ρnun · ∇ϕϕϕ ζ dxdt = ζ(0)

∫
QT

ρ0,nϕϕϕ dx (4.136)

теңдiктерi тұжырымдалады.
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n → ∞ шектiк көшу. Өткен бөлiмде n ∈ N мәнiнде кемiнде бiр
(ρn,un, pn) шешiм табылып, ψ ∈ H2(Ω) ∩V функциясы үшiн∫

Ω

[
ρn
∂un

∂t
+ ρn (un · ∇)un − µ∆un − κ

∂∆un

∂t

]
·ψψψ dx =

∫
Ω

ρnf ·ψψψ dx (4.137)

және ψ ∈ H2(Ω) ∩W1,2
0 (Ω) функциясы үшiн∫

Ω

[
ρn
∂un

∂t
+ ρn (un · ∇)un − µ∆un − κ

∂∆un

∂t

]
· ψ dx−

∫
Ω

ρnf ·ψψψ dx =

∫
Ω

pn divψψψ dx

(4.138)

теңдiктерiн (0, T ) аралығында жалпылама функция мағынасында қанағат-
тандыратынын дәлелдедiк. Мұнымен қоса, (4.116) өрнектен ρn функциясы
үшiн келесi теңдiк орынды екенiн көруге болады

∂ρn
∂t

+ un · ∇ρn = 0 in Q. (4.139)

Ендi (4.137), (4.138) және (4.139) теңдiктердi қолданып, сондай-ақ,
(4.53), (4.54)-(4.59) және (4.98)-(4.99) бағалауларды алу тәсiлiндей келесi
теңсiздiктердi тұжырымдауға болады

0 <
1

n
⩽ inf

x∈Ω
ρ0,n(x) ⩽ ρn(x, t) ⩽ sup

x∈Ω
ρ0,n(x) ⩽M <∞, (x, t) ∈ QT , (4.140)

sup
t∈(0,T )

(∥∥∥√ρn(t)un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+ κ ∥∇un(t)∥22,Ω
)
+ (4.141)

µ

T∫
0

∥∇un(t)∥22,Ω dt ⩽ K1, (4.142)

T∫
0

(∥∥∥∥√ρn(t)
∂un(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

+ κ

∥∥∥∥∂∇un(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

)
dt ⩽ K2, (4.143)

sup
t∈[0,T ]

(∥∥∥∥√ρn(t)
∂un(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

+ κ

∥∥∥∥∂∇un(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

)
⩽ K ′

2 (4.144)

κ sup
t∈(0,T )

∥∥D2un(t)
∥∥2
2,Ω

+ µ

T∫
0

∥∥D2un(t)
∥∥2
2,Ω
dt ⩽ K3, (4.145)

κ2
T∫

0

∥∥∥∥∂D2un(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

dt ⩽ K4 (4.146)
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κ2 sup
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∂D2un(t)

∂t

∥∥∥∥2
2,Ω

⩽ K ′
4, (4.147)

T∫
0

∥∥∇pjn(t)∥∥22,Ω dt ⩽ K7, (4.148)

sup
t∈[0,T ]

∥∥∇pjn(t)∥∥22,Ω ⩽ K8, (4.149)

ал K1, K2, K ′
2, K3, K4 және K ′

4 оң n−нен тәуелсiз тұрақтылар. Олай бол-
са, (4.141), (4.143), (4.144), (4.145), (4.146) және (4.147) бағалаулар арқылы
Банах-Алаоғлы теоремасын қолданып келесi ∗− әлсiз және әлсiз жинақты-
лықтар алынады

un ⇀ u, әлсiз жинақты L2(0, T ;V)-де, n→ ∞ (4.150)
un ⇀ u ∗ −әлсiз жинақты L∞(0, T ;V)-де, n→ ∞ (4.151)
un ⇀ u, әлсiз жинақты L2(0, T ;H2(Ω))-де, n→ ∞ (4.152)
un ⇀ u, ∗ − әлсiз жинақты L∞(0, T ;H2(Ω))-де, n→ ∞ (4.153)
∂un

∂t
⇀

∂u

∂t
, әлсiз жинақты L2(0, T ;V)-де, n→ ∞ (4.154)

∂un

∂t
⇀

∂u

∂t
, ∗ − әлсiз жинақты L∞(0, T ;V)-де, n→ ∞ (4.155)

∂un

∂t
⇀

∂u

∂t
, әлсiз жинақты L2(0, T ;H2(Ω))-де, n→ ∞ (4.156)

∂un

∂t
⇀

∂u

∂t
, ∗ − әлсiз жинақты L∞(0, T ;H2(Ω))-де, n→ ∞ (4.157)

pn ⇀ p, әлсiз жинақты L2(0, T ;W1,2(Ω))-де, n→ ∞ (4.158)
pn ⇀ p, ∗ − әлсiз жинақты L∞(0, T ;W1,2(Ω))-де, n→ ∞. (4.159)

Сондай-ақ, (4.150) және (4.154) жинақтылықтармен Обэн-Лионстың ком-
пакттiлi енгiзу леммасын (4-лемма (35) қараңыз) бiрге қолдансақ, онда тө-
мендегi әлдi жинақтылық тұжырымдалады

∇un −−−→
n→∞

∇u, L2(0, T ;L2(Ω))-де. (4.160)

Сонымен қатар, (4.116) өрнектi (4.140) және (4.141) жинақтылықтары-
мен Обэн-Лионстың компакттiлi енгiзу леммасын бiрге қолдансақ, онда ке-
лесi

∂ρn
∂ t

бiрқалыпты шенелген L2(0, T ;W−1,2(Ω))-де. (4.161)

бiрқалыпты шенелгендiк алынады.
Ендi, (4.116) және (4.161) өрнектер арқылы Обэн-Лионстың компак-

тiлiк туралы леммасын (Лемма 4 (36) қараңыз) ρn iштiзбегi үшiн қол-
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данғанда, төмендегi әлдi жинақтылық тұжырымдалады

ρn −−−→
n→∞

ρ, C([0, T ];W−1,2(Ω))-де. (4.162)

Мұнан соң,
ρnun −−−→

n→∞
ρu, (C0([0, T ]× Ω))′-де (4.163)

әлдi жинақтылықты да қорытуға болады, мұндағы ρ функциясы (4.3) тең-
деудiң шешiмi және келесi шарттарды қанағатандырады

0 ⩽ ρ ⩽M <∞, (x, t) ∈ QT , (4.164)
∥ρ(t)∥q,Ω = ∥ρ0∥q,Ω ∀ q : 1 ⩽ q ⩽ ∞. (4.165)

Егер де ρ0 функциясы 0−ден өзгеше болғанда, онда un шешiм
L2(0, T ;L2(Ω))−де бiрқалыпты шенелмеген болар едi. Бұл n → ∞ бой-
ынша шекке көшкенде үлкен қиындық тудырары анық.
Лемма 4.1. Айталық, 4.1-теореманың шарттары мен (4.162), (4.163)
жинақтылықтар орынды болсын. Онда ρ0 iштiзбегi табылып, төмендегi
әлдi жинақтылықтарды қанағаттандырады

ρn −−−→
n→∞

ρ, C([0, T ];Lq(Ω))− де ∀ q ⩾ 1, (4.166)
√
ρnun −−−→

n→∞

√
ρu, L2(0, T ;L2(Ω))− де. (4.167)

Дәлелдеуi 40. 4.1-лемманы дәлелдеу үшiн ди Перна-Лионс [96] ренорма-
ланған аргументтi сызықты тасымал теңдеуiнiң теориясына негiзделедi.
Сонымен бiрге, [97, 2.5-теорема] және Дежарден [98] қараңыз.
Соңғы нәтиженi пайдаланып (4.116) және (4.33) өрнектердi (4.135) және
(4.136) өрнектермен бiрге қолднсақ, онда барлық φφφ ∈ C1

0([0, T );W
1,2
0 (Ω) ∩

H2(Ω)) функциясы үшiн

−
∫
QT

(ρnun − κ∆un) ·
∂φφφ

∂t
dxdt−

µ

∫
QT

∆un ·φφφdxdt−
∫
QT

ρnun ⊗ un : ∇φφφdxdt−
∫
QT

ρnf ·φφφdxdt =∫
Ω

(
ρn,0un,0 ·φφφ(0) + κ∇un,0 : ∇φφφ(0)

)
dx+

∫
QT

pn divφφφdx

(4.168)

және барлық ϕϕϕ ∈ C∞
0 ([0, T )× Ω) функциясы үшiн

−
∫
QT

ρn
∂ϕϕϕ

∂t
dxdt−

∫
QT

ρnun · ∇ϕϕϕ dxdt =
∫
Ω

ρ0,nϕϕϕ(0) dx (4.169)
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теңдiктер қорытылады.
Ендi (4.150)-(4.152), (4.158), (4.166) және (4.167) өрнектердi (4.25),

(4.26) және (4.28) өрнектермен бiрге қолданып, (4.168) теңдiкте n → ∞
бойынша шеккен көшккенде ρ, u және p функциялары үiшн (4.2) теңдеу
QT−да жалпылама функция мағынасында орындалатынын көруге болады.
Сондай-ақ, (4.166) және (4.167) өрнектердi (4.26) және (4.28) өрнектермен
бiрге қолданып, (4.169) теңдiктен n → ∞ бойынша шеккен көшккенде ρ, u
функциялары үiшн (4.3) теңдеу QT−да жалпылама функция мағынасында
орындалатынын көруге болады.

Қорыта айтқанда, (4.140) және (4.141)-(4.147) бағалауларды (4.150)-
(4.158) және (4.166)-(4.167) жинақтылықтармен бiрiктiргенде, 4.1-
теореманың (1)-(5) тармақтары және 4.2-теореманың (1)-(4) тармақта-
ры орындалатынын көру болады.
Ескерту 4.4. Ескерер жәйт, (4.145) және (4.146) бағалауларды (38) және
(40) Соболев теңсiздiктерiмен бiрге қолданып K7 = C(d,K3), K8 = C(d,K4)
оң тұрақтылары үшiн төмендегi бағалаулар тұжырымдалады.

κ sup
t∈(0,T )

∥un(t)∥2C0,α(Ω) ⩽ K7, 0 < α ⩽ 2− d

2
, 2 ⩽ d ⩽ 3,

κ2
T∫

0

∥∥∥∥∂un(t)

∂t

∥∥∥∥2
C0,α(Ω)

dt ⩽ K8, 0 < α ⩽ 2− d

2
, 2 ⩽ d ⩽ 3,

4.4. Жалғыздығы
Бұл бөлiмде (4.1)-(4.5) есебiнiң (u, ρ, p) шешiмiнiң u және ρ компо-

ненттерiнiң жалғыздығы дәлелденедi. Дәлелдеуге кiрiсбес бұрын, (4.1)-(4.5)
есебiнiң (u, ρ, p) шешiмiне қатысты қосымша регулярлылық беретiн кейбiр
нәтижелер қолданылады.

Ең алдымен, бiртектi емес Навье-Стокс теңдеулерi үшiн ρ тығыздыққа
қатысты регулярлық нәтижесiн еске түсiрейiк. Бұл нәтиже пайдалы, өйткенi
үзiлiссiздiк теңдеуi бiртектi емес Навье-Стокс пен Навье-Стокс-Войгт теңде-
улер жүйелерi үшiн бiрдей.
Сөйлем 4.4. Айталық, (u, ρ, p) функциялары 4.2-теореманың шартта-
рын қанағаттандыратын (4.1)-(4.5) есебiнiң шешiмдерi болсын. Егер (4.21)
және

u ∈ C([0, T ];W1,∞(Ω)) (4.170)

орынды болса, онда барлық t ∈ [0, T ] үшiн келесi регулярлық тұжырымдала-
ды

∥∇ρ(t)∥∞,Ω ⩽
√
d∥∇ρ0∥∞,Ω exp

 t∫
0

∥∇u(s)∥∞,Ω ds

 , (4.171)
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∥ρt(t)∥∞,Ω ⩽
√
d∥∇ρ0∥∞,Ω∥u(t)∥∞,Ω exp

 t∫
0

∥∇u(s)∥∞,Ω ds

 (4.172)

Дәлелдеуi 41. Бұл тұжырымды дәлелдеу үшiн Ладыженская және Со-
лонниковтiң [95, 1.3-лемма] жұмысындағы 4.4-сөйлемге негiзделедi.

Келесi нәтиже шешiмдердiң жоғары регулярлығы есептiң берiлгендерiне
қаншалықты тәуелдi екенiн көрсетедi.
Сөйлем 4.5. Айталық, (u, ρ, p) функциялары 4.2-теореманың шарттарын
қанағаттандыратын (4.1)-(4.5) есебiнiң шешiмдерi болсын. Егер, (4.21)
шартпен қоса (4.22)-(4.23) және (4.24) шарттар орынды болса, онда K9

және K10 оң тұрақтылары үшiн төмендегi бағалалулар орынды.

sup
t∈[0,T ]

(∥∥D2u(t)
∥∥2
r,Ω

+ ∥∇u(t)∥2∞,Ω

)
+ ∥∇p∥2L2(0,T ;Lr(Ω)) ⩽ K9, (4.173)

sup
t∈[0,T ]

(
∥∇ρ∥2∞,Ω + ∥ρt∥2∞,Ω

)
⩽ K10. (4.174)

Дәлелдеуi 42. Ескерер жәйт,(4.21) және (4.22)-
(4.23) шарттарын қолданып, [70, 4-теорема]-де C1 =
C
(
µ, κ,M, d,Ω, T, ∥∇u0∥2,Ω, ∥∆u0∥r,Ω, ∥f∥L2(0,T ;Lr(Ω))

)
және C2 =

C
(
µ, κ,M, d,Ω, T, ∥∇ρ0∥2∞,Ω, ∥∇u0∥2,Ω, ∥∆u0∥2,Ω, ∥f∥L2(0,T ;Lr(Ω))

)
тұрақтыла-

ры үшiн келесi бағалау алынған болатын

sup
t∈[0,T ]

(
∥∆u(t)∥2r,Ω + ∥∇u(t)∥2C0,α(Ω)

)
+ ∥∇p∥2L2(0,T ;Lr(Ω)) ⩽ C1, (4.175)

sup
t∈[0,T ]

(
∥∇ρ∥2∞,Ω + ∥ρt∥2∞,Ω

)
⩽ C2. (4.176)

Айта кету керек, Ω−ның iшкi облыстарында бастапқы тығыздық жойы-
лып кетуi мүмкiн бе деген сұрақ бұл нәтиже үшiн маңызды емес. Сөйтiп,
(4.24) шартты (32) және (37) Соболев теңсiздiктерiн қолданып, төменде-
гiдей нәтиже алынады:

∥ut(t)∥r,Ω ⩽ C(r, d,Ω) ∥∇ut(t)∥2,Ω , r ⩽ 2∗,

∥∇u(t)∥∞,Ω ⩽ C(r, d)
∥∥D2u(t)

∥∥
r,Ω
, r > d.

Демек, (38) шарттың көмегiмен (4.175)-(4.176) бағалаулардың салдары
ретiнде (4.173) және (4.174) бағалауларды аңғаруға болады.

Ендi 4.3-теореманы дәлелдеудi бастайық.
Дәлелдеуi 43. (4.3-теорема) Айталық, (û, p̂, ρ̂) және (u, p, ρ) функцияла-
ры (4.1)-(4.5) есебiнiң бiрдей бастапқы берiлгендерiне сәйкес шешiмдерi бол-
сын. Осы екi жұп шешiмдердiң әрқайсысы қанағаттандыратын (4.1)-(4.5)
есебiнен алгебралық түрлендiру арқылы келесi өрнектi алуға болады

ρ̂ut + ρ̂ (û · ∇)u− µ∆u− κ∆ut +∇p = (4.177)
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ρ [f − ut − (u · ∇)u]− ρ̂ (u · ∇)u (4.178)
ρt +∇ρ̂ · u+∇ρ · û = 0, (4.179)
divu = 0, (4.180)

мұндағы u = û − u, p = p̂ − p және ρ = ρ̂ − ρ. Олай болса, (4.177) өрнек-
тi u функциясына көбейтiп және Ω облыс бойынша интегралдап, (4.180)
шартты қолдансақ, онда

1

2

d

dt

(∥∥∥√ρ̂(t)u(t)
∥∥∥2
2,Ω

+ κ ∥∇u(t)∥22,Ω
)
+ µ ∥∇u(t)∥22,Ω =∫

Ω

(
ρ(t) [f(t)− ut(t)− (u(t) · ∇)u(t)]− ρ̂(t) (u(t) · ∇)u(t)

)
· u(t)dx

(4.181)

теңдiгi шығады. Сондай-ақ (4.179) өрнектi ρ функциясына көбейтiп және Ω
облыс бойынша интегралдап, (4.180) шартты қолдансақ, онда келесi теңдiк
тұжырымдалады

1

2

d

dt
∥ρ(t)∥22,Ω = −

∫
Ω

ρ(t)(u(t) · ∇)ρ(t)dx. (4.182)

Ендi (4.181) және (4.182) өрнектердi бiрiктiрсек, онда барлық t ∈ [0, T ] үшiн
төмендегi теңдiк алынады

1

2

d

dt

(∥∥∥√ρ̂(t)u(t)
∥∥∥2
2,Ω

+ κ ∥∇u(t)∥22,Ω + ∥ρ(t)∥22,Ω
)
+

µ ∥∇u(t)∥22,Ω =

∫
Ω

(
ρ(t) [f(t)− ut(t)− (u(t) · ∇)u(t)]−

ρ̂(t) (u(t) · ∇)u(t)
)
· u(t)dx−

∫
Ω

ρ(t)(u(t) · ∇)ρ(t)dx

(4.183)

Осылайша, (4.183) теңдiктiң оң жағындағы қосылғыштарға бағалаулар алу
(4.164), (4.21) және (4.173)-(4.174) өрнектердi пайдалана отырып, [70, 5-
теорема] жұмыстағы секiлдi дәлелденедi. Демек, барлық t ∈ [0, T ] және
қайсыбiр A функциясы үшiн төмендегi дифференциалдық теңсiздiк алынады

d

dt

(∥∥∥√ρ̂(t)u(t)
∥∥∥2
2,Ω

+ κ ∥∇u(t)∥22,Ω + ∥ρ(t)∥22,Ω
)

⩽

A(t)

(∥∥∥√ρ̂(t)u(t)
∥∥∥2
2,Ω

+ κ ∥∇u(t)∥22,Ω + ∥ρ(t)∥22,Ω
) (4.184)

мұндағы A функциясы 4.2-теоремадан, (4.164), (4.21) және (4.173)-(4.174)
нәтижелерiнен L1(0, T ) кеңiстiгiнiң элементi екенiн көру қиын емес.
(4.184) өрнекке Гронуолл теңсiздiгiн қолдану арқылы ρ̂ = ρ және û = u
тұжырымы алынады.
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ҚОРЫТЫНДЫ

Ұсынылып отырған диссертациялық жұмыстағы кiрiспеде зерттеу тақы-
рыбының өзектiлiгi мен ғылыми жаңалығы, теориялық және практика-
лық құндылығы, зерттеу әдiстерi келтiрiлдi, сондай-ақ, диссертациялық жұ-
мыстың қысқаша мазмұны берiлдi.

Көмекшi нәтижелер бөлiмiнде диссертациялық жұмыста алынған нәтиже-
лердi тұжырымдау үшiн математикалық және функционалдық анализ кур-
сынан, сұйықтар механикасы теориясынан белгiлi функционалдық кеңiстiк-
тер мен белгiлеулер енгiзiледi, сонымен қатар қажеттi анықтамалар, лемма-
лар, теоремалар, алгебралық және функционалдық теңсiздiктер келтiрiлдi.

Алынған нәтижелер:
- Сызықты емес интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн

керi есебiнiң уақыт бойынша локалды әлсiз және әлдi шешiмдерiнiң бар болуы
мен жалғыздығы дәлелдендi;

- Сызықты интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн керi
есебiнiң уақыт бойынша глобалды әлсiз және әлдi шешiмдерiнiң бар болуы
мен жалғыздығы дәлелдендi;

- Оң жағы арнайы сызықты емес интегро-дифференциалдық Кельвин-
Фойгт жүйесi үшiн керi есебiнiң уақыт бойынша локалды әлсiз және әлдi
шешiмдерiнiң бар болуы мен жалғыздығы дәлелдендi;

- Глобалды шешiлiмдi болатын интегро-дифференциалдық Кельвин-
Фойгт жүйесi үшiн керi есебiнiң әлсiз және әлдi шешiмiнiң бар болуы мен
жалғыздығы дәлелдендi;

- Арнайы интегралдық қосымша шартпен берiлген сызықты емес
интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн керi есебiнiң уақыт
бойынша локалды әлсiз және әлдi шешiмдерiнiң бар болуы мен жалғыздығы
дәлелдендi;

- Сызықты емес жылу көзiмен берiлген p-Лапласианды псевдопарабола-
лық теңдеу үшiн керi есебiнiң уақыт бойынша локалды және глобалды әлсiз
шешiмiнiң бар болуы мен жалғыздығы дәлелдендi;

- Абсорбция мүшемен берiлген сызықты p-Лапласианды псевдопарабола-
лық теңдеу үшiн керi есебiнiң уақыт бойынша локалды және глобалды әлсiз
шешiмiнiң бар болуы мен жалғыздығы дәлелдендi;

- Бiртектi емес сұйықтықтар үшiн бастапқы тығыздығы вакуумге айна-
латын Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн бастапқы-шеттiк есебiнiң әлдi шешiмiнiң
бар болуы мен жалғыздығы, регулярлығы дәлелдендi.

Диссертациялық жұмысты орындау барысында алынған негiзгi нәтиже-
лер [73,74,99–108] жұмыстарда жарияланды.
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